AKXKADEMIA EKONOMICZNA

im. Oskara Langego we Wroczawlu

Jerzy Wawrzynek

OPTYMAINE PLANY EKSPERYMENT OW
DLA ESTYMACJI LINIOWEJ FUNKCJI REGRESJI

NA KOSTCE WIELOWYMIAROWEJ

Praca doktorska

Promotor: Prof.dr hab. Zdzlstaw Hellwig

WROCZAW 1974



IT
ITI

Iv

VI

Spis tresci

WsteD o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 6o 6 ¢ ¢ o ¢ 0 o o o o a0 oo 1
Planowanie eksperymentéw dla zagadniehn regresji. 10
Regresja liniowa na odcinku proste . . . . . « 30
Regresja liniowa na kostce dwuwymiarowe]
(kwadracie) o o o o o o o o o o o o o o o o o o 48
Regresja liniowa na kostce m-wymiarowej . . . « 72
Regresja liniowa na prostopadiodcianie m-wymia-—
YOWYIM o o o o o o o o o o o o o o o o o o s o o 91
Komputerowe badanie efektywnoéci planowania
8Kksperymentdw « ¢ o o o o o o o o o o o o o o o 97
Uwagl KOAOOWE + o o o« o o o =« « o o o o + « o o114
Tabulogram programu oblioZeA « « o o « o o o o «117
Tabulogram wynikéw . « « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ o o o o« 2123

Literatura cytowana « « o o « o o o o o o o o #1151



WSTEP?

W wielu gateziach nauki, w tym takze i1 w naukaoh ekonomicz-
nyoh, wystepujg problemy, ktérych zbadanie wymaga przeprowadze-
nia obserwacjli lub bardziej zzozonych eksperymentéw.Pomlar do-
wolne]j wielkofcl eksperymentalnej odbywa sie¢ zawsze w obeonodci
pewnych czynnikdéw ubocznych, ktére — niezaleznle od wysitkéw
badacza majacych na celu minimizacje¢ ich wpiywu — nigdy nie
mogg byé cazkowicie wyeliminowane. Oznacza to, ze badacz ma do
czynlenia z wielko$ciaml losowymi, a nie z wielko$Sciami deter-
ministycznymi. Stad tez dla analizy wynikdéw eksperymentu nalezy
zastosowaé metody statystyki matematycznej i rzeczywiscie odpo-
wiednie metody statystyczne sg od dawna wykorzystywane w pra-—
ktyce opracowywania wynikéw doéwiadczei.

Przez diugl okrés czasu w statystyce matematycznej zwracano
uwage na usprawnianie metod opracowania wynikdéw eksperymentu,
przeprowadzonego wediug pewnego okre$lonego planu. Wybdr planu
eksperymentu, tzn. okre$lenie jak, gdzie i kiedy przeprowadzié
pomiary lub obserwacje, pozostawlano zasadniczo intulcjl bada-
cza. Je$ll problem badawozy jest stosunkowo prosty zaréwno
z punktu widzenla teoretycznego, jak 1 z punktu widzenia rea-
lizacji eksperymentu i1 przy tym eksperyment nle wymaga znacznych
naktadéw (érodkéw pieniegznych, czasu, okreflonych zasobdéw ma-—
teriazéw), to dokonanle wyboru planu eksperymentu w oparciu o
intuicjg¢ badacza nie prowadzl na ogéi do istotnych strat.

Rozwéj nauki i technikl doprowadzil do znaczne] zZozonoScl
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w teoretycznej interpretacji obserwowanyoh wynikéw 1 w reali-
zac j1 badah eksperymentalnych. Zzozono$é w realizacji badan
eksperymentalnych wyrazlla si¢ w powaznym wzro$Scle kosztéw
eksperymentu (np. konieczno$é zastosowania niezwykle drogich

i skomplikowanyoh instalacji doéwiadczalnyoh, uzyoia koszto-
wnyoh substancjl ohemicznyoch, wydatkowania wielkich ilodoi
energil), czasu trwania eksperymentu oraz zuszyola materialdéw,
surowcéw 1 energli. W tej sytuacji niezwykle aktualne staje sig
zagadnlenlie wyclggnlegola mozliwie naJtrafniejszyoh wnloskéw

0 badanym procesie przy ograniczonych naktadach ($rodkach pie-
nigznych, czasle, zasobach materiazéw 1 energii) przeznaozo—
nyoh na jego badanie. Préby rozwigzania tego zagadnienlia w o-
parociu o intulcje¢ eksperymentatora budzg coraz mniej nadziei.
W zwigzku z tym absolutng konlecznofcig staje sig zastosowa-—
nie metod, ktére podajg nle tylko sposéb opracowania wynikéw
eksperymentu, ale pozwalajg na optymalne zorganizowanie, pla-
nowanie samego eksperymentu.

Prace w dzledzinie planowania eksperymentdéw zaczegiy sieg
rozwijaé w latach trzydziestyoh w odniesieniu do doswiadozeh,
ktérych wyniki opracowywano metodaml analizy wariancji. Zada-
nie dokZadnego okreélenia efektéw poszczegbélnych czynnikéw i
ich interakecji powoduje tam konieozno$é zaplanowania doswiad-
czenla odpowiednio zrandomizowanego (por. np. [11],[}2],[;7]).
W latach pigédzlesigtych prace w dziedzinle planowania ekspe-
rymentéw objely zagadnienia regresji, tzn. zagadnienia, w kté-
rych wynik eksperymentu traktuje si¢ jako funkcje m zmien-

nych rzeczywistych nazywanych zmlennymli kontrolowanymi.

Metody matematyczne, wykorzystywane w teorii planowania

eksperymentu, stanowlg kompozycjg¢ metod statystyki matematycz-—



nej 1 metod rozwlgzywanla zagadnieh ekstremalnych. Przy tym
metody statystyozne stuzg dla sformutowania kryteridw opty-
malno$ci eksperymentu oraz interpretacji zasadniczych wiasno-
$cl tyoh kryteridéw, natomiast w wyniku sformuzowania odpowied-
nlego kryterium optymalnoscl zagadnienie optymalnej organiza—
cJ1 eksperymentu sprowadza sle¢ do rozwigzania pewnego zadania
ekstremalnego.

Optymalna organizaoja planu eksperymentu dla zagadnlef re-
gresji moze byé dokonana zasadnioczo na dwa sposoby:

19 Je$11i ustalona jest wlelko$é kazdego rodzaju nakladdw
(npe $rodkéw pienieznych, czasu, zasobéw materiazdéw i ensergil)
przeznaozonych na reallzacje eksperymentu 1 znane sg funko je
zuzycla kazdego z tych rodzajéw nakradéw w zaleznoéol od liocz—
by obserwaoji (pomiaréw, badah) to mozna wyznaoczyé liczbe N
takg, 2Ze realizacJa N obserwaoJl Jest mozliwa przy zadanyoh
nakladach, natomiast zwigkszenle liczby obserwaoJi ponad wy-—
znaozong liczbe prowadzitoby do przekroczenia zadane] wielkos-
ci co najmniej jednego rodzaju nakadéw. Po wyznaozeniu w ten
sposéb liczby N obserwaojl nastepuje ostateczne ustalenie
planu eksperymentu poprzez okre$lenie - w wyniku rozwigzania
pewnego zadania ekstremalnego zwigzanego z odpowiednim kryte—~
rium optymalno$ci eksperymentu — wartofol zmiennych kontrolo-~
wanych dla kazdej obserwaoji. Postepowanie takle prowadzi do
wyznaozenia najlepszego — 2z punktu widzenia danego kryterium
optymalnodol -~ planu eksperymentu, ktéry mozna zrealizowaé
przy nakzadaoh ustalonych z géry.

2% Je41i z okredlonym kryterium optymalnodci eksperymentu

zwigzano pewien dodatkowy warunek (np. dotyczgcy llczbowe]



wartodcl tego kryterium), to spodréd planéw eksperymentéw spei-—
niajgcych ten warunek wybraé mozna plan o minimalnej liczbie o-
bserwacji. Przy znajomoscil funkcjl zuzyola kazdego z rodzajéw
nakzadéw w zaleznoéci od liczby obserwaojl mozna wyznaoczyé mini-
malng wielko$é kazdego rodzaju nakladdéw, potrzebnyoh do realiza-
cJl obserwaoji. Postepowanie takle prowadzi do okreé$lenia nie-
zbednyoh wielkoscl kazdego rodzaju nakladdédw potrzebnyoh dla re-
alizaoji eksperymentu, ktéry ma posiadaé pewne z gbry okreélone
wlasnoéci. Pozwala to uniknaé zgromadzenia nilewiadciwych (zbyt
matych lub zbyt wysokich) nakladéw w trakoie przygotowywania e-
ksperymentu 1 zabezpieoza zaréwno przed przerwaniem eksperymen-—
tu z powodu braku $rodkéw jak i przed zamrozenliem lub marnotraw-
stwem nadmiaru Srodkéw.

W praktyoce 1gczy sle obydwa opisane sposoby 1 dokonuje sie
bilansowania wielko$cl nakladdéw przeznaczonych na eksperyment
z wlasnoSciaml tegoz eksperymentu. W dalszym ciggu pracy zajmo-
waé bedziemy sle pewnyml aspektami przedstawionych sposobéw pla-
nowania eksperymentu dla zagadnieh regresji, a mianowicie 2zaj-
mliemy sie¢ wyznaozaniem optymalnych warto$ci zmiennyoh kontrolo-
wanych przy ustalone]J liczble obserwaojl oraz wyznaczaniem mini-
malnej liczby obserwacjli potrzebnych do otrzymania planu ekspe-

rymentalnego o okrae$lonych wiasnoéciach.

Charakterystyka tresci rozdziaiéw I - VI.

Rozdzliaz I przedstawla te pojgcla 1 metody z dziedziny
planowania eksperymentéw dla zagadnieh regresji, ktére bedg
wykorzystywane w dalszyoh rozdziazaoh pracy. W szozegélnodoi

zddfinlowano pojecle planu eksperymentalnego P dla N ob-

N
serwaoji oraz soharakteryzowano zagadnienie estymacji wspdz-



czynnikéw funkcji regresji 1 estymacjl cazej funkcji regresji
metodg najmnilejszych kwadratéw. Poniewaz rozktad estymatordéw
otrzymanyoh metodg najmniejszych kwadratéw zalezy m.in. od pla-
nu eksperymentalnego, zgodnlie z ktérym wykonywano obserwac je
funkcjl regresji, wieo powstaje problem wyboru optymalnego pla-—
nu eksperymentalnego. Sformuiowano cztery kryteria optymalnos$oi
planéw eksperymentalnych, a mianowicie kryteria A —optymalnoéci
(kryterium 1), D — optymalnoéci (kryterium 2), G - optymalnodci
(kryterium 3) oraz I - optymalnodoi (kryterium 4). Z kolel na-
szkicowano teorig¢ plandéw przyblizZonych i1 zdefiniowano pojegcie
planu przyblizonego, ktére stanowl uogélnienie pojgcia planu
eksperymentalnego. W ramach teorii planéw przyblizonyoh sformu-
Yowano cztery zadania bedgce uogélnieniem odpowiednich kryteridw
A-,D~, G~ oraz I - optymalno$oi. Zwigzki miedzy tymi zada-
niamli przedstawliono w postacli twierdzeh 2 1 3. Rozdzial koh-
czy sig krétkim przegladem wynikdéw teorii plandéw przyblizonych.
W rozdziatach II -V niniejszej pracy konstruuje sl¢ pewne
plany eksperymentalne dla estymacji liniowe]J funkcji regresji
jednej lub wielu zmiennych. Dla najwaznlejszych z tych plandéw
dowodzl sig¢ twierdzeh orzekajgcych, ze sg to plany speiniajgoce
kryteria 2 1 3, a czgsto réwniez kryterium 1, a wiego plany
réwnoczednie D - 1 G - optymalne, a czgsto A - optymalne. Te-
orle planéw przyblizonych wykorzystuje si¢ przy dowodzeniu D -
1 G - optymalno$Scl w ten sposdéb, ze pokazuje sie, iz dany plan
eksperymentalny dla N obserwaeji speinia warunek (c¢) twier-
dzenia 2 (Kiefera i Wolfowitza). Oznacza to, 2e dany plan eks-—
perymentalny dla N obserwaojl speinia warunek dostateozny D -

1 G - optymalnoéci w sensie zadafhi 2 1 3 w szersze] klasle



planéw przyblizonych, a wico w sensie kryteridéw 2 i 3 jest
to plan D - 1 G - optymalny réwnlez w klaslie plandéw ekspery-—
mentalnych dla N obserwacJli. Analogicznie, przez sprawdze-
nie réwnodcli (1.10) 2z twierdzenia 3, wykorzystuje sie teo—
rie¢ plandéw przyblizonych dla dowodu A - optymalno$cl planu
eksperymentalnego.

W rozdziale II dla liniowe]j funkcJi regresji Jedne] zmien-
nej obserwowanej 1 estymowanej na odcinku [a, b:lprostej rze—
ozywiste] przedstawia sie¢ G - optymalne plany eksperymentalne
dla dowolnej liozby N obserwaoji (N > 2). Jebli liczba N
jest parzysta, to plany te sg rdéwnoczednie planaml D - opty-
malnymi. Pokazuje sle (patrz twlerdzenie 5), ze przy uzyciu

planéw G - optymalnych: 19

suma wariancji estymatoréw wspéz-
czynnikéw funkcji regresji maleje ze wzrostem N; 2° pole e—-
lipsy koncentracji rozkiadu estymatoréw wspbipzynnikéw funk—
0ji regresjl maleje ze wzrostem N ; 3° maksymalna warfoéé
warianojl estymatora funkcJi regresji linlowe] maleje ze wzro-—
stem N ; 4° $rednia wartodé wariancjl estymatora funkojl re—
gresji liniowej male je ze wzrostem N. Rozdzia konczy silg
poréwnaniem efektywnodcl rozmieszczanla obserwacjl wediug pla-—
nu G — optymalnego z efektywnodcig rozmleszczania obserwao ji

w sposéb losowy.

W rozdziale III dla liniowe]J funkcJl regresji dwu zmien-
nych, obserwowane]j 1 estymowanej na kwadracie X ={x =(x1,x2),
-1gs¥x=<1,1=1,2 }, przedstawiono 4 rodziny planéw
eksperymentalnych dla N = 4k, 4k+1, 4k+2, 4k+3 obserwacji
(k =1, 2, oes ) o Zgodnie z tymi planami obserwacje wykonu-
je sie jedynie w punktach wlerzchoikowyoh kwadratu X . Ro-



dzina planéw dla N = 4k obserwacjl Jest rodzing planéw
A-,D-1G - optymalnych. Poza tym, po wykonaniu N ob-
serwac Jl wediug planu nalezgcego do jedne] z przedstawlonych
ozterech rodzin, istnieje mozliwo$é wykonania dodatkowych d
obserwacji w taki sposéb, jak gdyby N+d obserwacji wykona-
no znéw wediug planu nalezgcego do jednej z tych czterech
rodzin. Pokazuje sie¢ (patrz twierdzenile 6), Ze przy wykorzy-

o

staniu tych planéw : 1° suma warianoji estymatoréw wspbz-—

czynnikéw funkcjl regresji maleje ze wzrostem N ; 2° obje-
toéé elipsoidy koncentracji rozkiadu estymatoréw wspéiczyn—
nikéw funkoJi regresjl maleje ze wzrostem N ; 3° maksymalna
warto$é wariancji estymatora funkcji regresji maleje ze wzro-
stem N ; 4° Srednia warto$é wariancji estymatora funkcji re—
gresji maleje ze wzrostem N . Oméwione plany poréwnuje sieg

- ze wzgledu na kryteria A -, D -, G- oraz I optymalnobci -
z odpowlednimi spoéréd pewnych planéw eksperymentalnych,
zgodnie z ktérymi obserwacje wykonuje sie w punktach wierz-
chotkowych oraz w punkcle $rodkowym kwadratu X. Pordwnanie
to wypada generalnie na niekorzy$é ostatnich planéw. Ze
wzgledu na kryterium G - optymalno$ci poréwnano réwniez efe-
ktywnoé$6 rozmieszczanla obserwacji zgodnie z planami wprowa-—
dzonyml na poczgtku rozdziazu z efektywnoéclg rozmieszczania
obserwacji w sposdéb losowy.

W rozdziale IV konstruuje si¢ plany A -, D -1 G - opty-
malne dla linlowej funkcji regresJi m 2zmiennyoh, obserwo-
wane] 1 estymowmme]J na kostce m-wymiarowe]. Przedstawia sie
optymalne plany eksperymentalne koleJno dla liczby N obser-

wac ji réwnej:



1°n . oM gdzle n =1, 2, ... (twierdzenie 7)

-— m=- m=
20 n. (2% P14 ™P2 L L 22"y sanie n =1, 2, vu.

2P S ; 1=1,2, ... , r (twierdzenie 8)
3° ne(N_ + 4t) gdzle n =1, 2, «e. 3 N =4 +m - m(mod4) ;
t =0, 1, o0 3 2 <m<<91 (twlerdzenie 10).

Twierdzenie 8 jest rozszerzenlem twierdzenia 7, a twlerdzenie
10 rozszerzeniem twierdzefi 7 1 8 polegajgcym na tym, Ze kazde
nastepne z nich doigcza nowe elementy do zbloru liczb obser-
wac jl, dla ktéryoh twierdzenle poprzednie podaje sposéb opty-
malnego zaplanowanlia eksperymentu. Np. gdy funkcja regresji
zalezy od m = 5 2zmiennyoh kontrolowanych, to twierdzenie 7
okreéla plany eksperymentalne dla N = 32, 64, 96, 128, ...
obserwacjl, twlerdzenie 8 okreéla optymalne plany ekspery-
mentalne dla N = 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, s+ Ob—
serwacji, natomiast twierdzenle 10 okresla optymalne plany
eksperymentalne dla N = 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40,
44, <.. Obserwaojl.

Rozdziaz V przedstawla konstrukcje D - 1 G - optymalnych
planéw eksperymentalnych dla estymacji liniowe] funkcji re—
gresji m 2zmiennyoh na zbiorze X ={x = (x1, cee 5 X ) 2
a; € ¥y < bi sy 1 =1, ¢ee m}. Dla tego waznego w praktyce
przypadku dowodzl sie, Ze optymalne plany eksperymentalne
mozna uzyskaé przez przeksztalcenle D - 1 G - optymalnych

planéw eksperymentalnych na kostce m-wymiarowej.



Rozdzial VI przedstawia wyniki komputerowego badania
efektywnodci eksperymentéw ze wzgledu na kryterium G - o-
ptymalno$ci. Otrzymane wynlkl pozwalajg na iloéciowg ocene
niektéryoh aspektéw strat wynikajgcych z mnlejszej efektyw—

noécil eksperymentéw realizowanych w sposéb nieoptymalny.
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Rozdziat I

PLANOWANIE EKSPERYMENT(W DLA ZAGADNIEN REGRESJI

Niech w m-wymlarowe] przestrzenl euklidesowe] Elm
dany bedzle podzbidr domkniety X. Dla kazdego punktu
X = (x1, Xy oo xm) nalezgcego do zbloru X nilech

bedzle okreéSlona zmienna losowa Y, o wartoScl oozeldwa-

nej
(1.1) EY, = 0 (x, 0),
_917
gdzie © = : jest wektorem nieznanyoch parametrdéw.

Réwnanie (1.1) nazywa sig funko J g regresJji
zmiennjoh losowych Yx wzgledem X , czesto tez réwnanie
to bywa nazywane powilerzchnilsg odpow1l e-
d z 1.

Niech podzbiorem (wtadciwym lub niewZadciwym) zbioru
X bedzle zbidr domkniegty X, . Zaklada sig, ze dokonywa-
nle obserwacJi zmiennych losowych Yx Jest mozliwe wyiacz-

nie na podzbiorze X, . Podzbiébr X1 nazywa sie ob -

1
szarem obserwacji albo obszarenmn

d z1alania. OkreSlenle obszaru dziatanla odgrywa

istotng role w planowaniu eksperymentu. W pewnych przypad-
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kach obszar ten jest okre$lony jednoznacznle przez chara-

kter zmiennych kontrolowanych x «ee 5 X« ND. jedli

1)
zmienne kontrolowane Xy eee 5 Xp oznaczajg skzadniki
mleszaniny chemlicznej wyraZzone w procentach, to procent
okre$lonego skzadnika Xy nle moze byé mniejszy niz O

1 nie moze byé wiekszy niz 100, a obszar X1 staje sig

w tym przypadku (m-1)-wymlarowym simpleksem polozonym w
¢™. Podobnie zmlenna kontrolowana oznaczajgca Sredniceg zo-
zyska kulkowego nle moze mieé wartosci ujemnej, etc. Z ko-
lei w innych przypadkach obszar dzlatania wyznaczony Jjest
przez oharakterystykl aparatury eksperymentalnej albo przez
charakter badanego procesu. Np. gérna granica temperatury
moze zalezeé od wydajno$ci Zrédia ciepla albo od wkasno$ci
materiatédw izolacyjnych; podobnie gérna granica predkosci
czgstek elementarnych zalezy od parametréw akcelatora.

Eksperymentator obserwujacy w zblorze X, wartosci Yy

1
zmiennych losowych Yx ma zwykle do czynienlia z jedng 2
trzech sytuacji, ktére oplszemy ponizej.

Pierwsza z mozliwych sytuacji polega na tym, Ze postaé
analityozna funkcji \zf(x, ®) okreélajgce] warto$é ocze-
kiwang zmienne] losowe] Yx w zalezno$ci od wartoséci
zmiennych kontrolowanych jest nieznama . W te] sytuacji
zadanle eksperymentatora polega na dostatecznie dobrej a-—
proksymac ji funkecji Q(x, @) przez funkcje nalezace do
pewne]J klasy danych funkcJi oraz na estymacji wektora pa-
rametréw © .

Druge z mozliwych sytuacji polega na tym, 2e postaé

analityozna funkecji D) (x, ®) Jest identyczna z jedna
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spoéréd funkcji i 1(x, 9(1>), fzz(x, 0(2)), cee

n S(x, 9(3)), ktérych postaé analityczna Jjest znana. Inny-
mi stowy, opisywana sytuacja polega na tym, Ze danych Jest
s modell powlerzohni odpowiedzi. Zadanie eksperymentatora
polega tu na wyborze funkcjl identycznej z funkcjg 7 (x, ©)
oraz na wyestymowaniu wtasciwego dla tej funkcji wektora @.
Informacje na temat planowania doéwiadczefi w oplsanej sytua-
0ji mozna znaleZé w pracach Bandemera 1 wspézautoréw |:4],
BoxaI:5],[:6 ], Fiedorowa [36], str. 209-263 , [9], rozdz.
516,[8],[10], H11la 1 Huntera [14], [15 ], [21] oraz
innyoh autordéw.

Trzecla z mozliwych sytuacji polega na tym, %e postacé
analityczna funkcji Q (x, @) Jjest znana, zaé zadanie eks-
perymentatora polega na tym, aby na podstawie wykonanych ob-
serwacjl wyestymowaé nieznany wektor @ , albo pewng funkc je
parametréw 91, cos ek « W pracy ninlejszej omawia sie¢ pla-
nowanle eksperymentéw przy zatozeniach, ktére wyznaczajg
przypadek szczegélny takiej wladnie sytuacji.

W dalszym ciggu bedziemy zatem zakladaé, ze dla kazdego
x € X okreé$lona jest zmienna losowa Yx 0 nieznanej, jed-
nakoweJ dla kazdego x € X , wariancji E§2, natomiast wartosé

oczekiwana zmienne] losowe] Yx dana jest rdéwnaniem

(1.2) EY, = 0,£,(x) + ... + 6.f (x),

gdzie O jest wektorem nieznanych parametréw, nato-

miast



- 13 =

£,(x)

f{x) =| . oznacza wektor, ktérego sktadowymi jest k

,.(x)

znanych, linlowo niezaleznych ciggiych funkcji rzeczywis-

tych f1, ces fk okre$lonych na zbilorze domknletym
X ¢ €™, tzn. kazda z nich jest funkcjg m zmiennych nie-
zaleznych Xgy see 3 Xp oo

Jednym z mozliwych zadan jest estymacja wektora nlezna-
nych wsp6iczynnikéw 8,5 «++ , 6  oraz catej funkcji regre-
sji (1.2) . Zadanle to mozna zrealizowaé obserwujac war—
toScl zmiennych losowych Yx w wybranych punktach x(1),
x(2), , x(P)

zbioru X1 o Zaktadamy, %e Xgcznle wyko—
nuje sie¢ N obserwacji 1 ze w punktach x(1), x(z),

x(P) wykonuje sig¢ odpowiednio Dyy Doy see np obser—
wacji ( gi% ny = N), przy czym obserwacje te sg wzajemnie
nieskorelowane (dotyczy to réwniez kazdych dwu obserwacji
wykonanych w tym samym punkcie x 2zbioru x1) . Ustalenie
tgcznej liczby obserwacji, wybdr punktéw zbioru Xy w kté-
rych obserwacje te bedzie sig¢ wykonywaé oraz przydzielenie

odpowledniej liczby obserwacji wybranym punktom zbioru X1

oznacza zaplanowanie eksperymentu.

DEFiNICJA. Planem eksperymentalnym P dla N obser-

N
wacji nazywamy zbiér wartosci liczbowych

1), %2

,/\:1 9 ;\Iz gy e ’x

, x(P)

Y
gdzie x(l) € x1, 1=1’ 2, eee 3 P ’

A, = n,/N N = n
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za§ nq Jest liczbg calkowlity okre$lajgog liczbg obserwacji,
ktére zostang wykonane w punkoile x(l) (1 =1, 25 «ee 4 D).

Dla planu eksparymentalnego PN nlech MIPN) oznacza ma-

cilerz kwadratowg o elementach

_ (1) (1) _
(1.3) myy = g%lfi(x ) fj(x ) (1,3 =1, 25 «es 4 k)
skagd
(1.4) M) = S AL ext)y fTL)y
W dalszym ciggu rozwazamy tylko takle plany eksperymentalne,
dla ktér;ch det M(PN) # 0. Mozemy wtedy zdefinlowaé funkcjg
a(x, By) = 1 (x) u(By) £(x) -
Na podstawie N obserwacji Jyq0 *o° y1n1,y21, soe ’ypnp

zmiennych losowych Y s ¥ 5yy eee y X y Wykonywanyoh we-
L2 (2) ()

dZug planu eksperymentalnego PN mozna wyestymowaé wektor @.

Do estymacji wektora 8 =] . bedziemy stosowall metodg naj-

L J
mniejszych kwadratéw. Estymator uzyskany tg metodg oznaczmy

Przez g =

?2° ¢ °* ®

"

Natychmiast otrzymuje slg stgd estymator ﬁYx warto$cl ocze-

kiwane] zmienneJ losowe] Yx okreslony nastepujgco:
A A A
EY, = 01f1(x) + eee + kak(x) .

7 teorii estymacji metodg najmniejszych kwadratéw wilado-
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mo, Ze :

1° estymator 61 wsp6iczynnika 8, (L =1, eee 4, k) ma mi-

nimalng warianc je¢ w klasie estymatoréw liniowych 1 nleob-

cigzonych;

29 d1a kazdego ustalonego x € X estymator ﬁYx funkc ji re-
gresji (1.2) ma minimalng warianoje w klasie estymatoréw

liniowych 1 nieobcigZonychy

3° macierz wariancji 1 kowariancji estymetordw 61, coey 6k

2

(1.5) E(6 - e)(§ - e)T =-£%— M-1(PN) ;

4° objetoéé k-wymiarowej elipsoidy koncentracji rozkiadu

/N

estymatoréw §1, «ee 3 8 Wyraza sig wzorem

sk \/(k+2)k-’ﬁk'

(1.6)
Mg+ 1) ¥ N - aet m(zy)
50 warlianc ja estymatora ﬁYx
2 2
A O - G
(1.7)  var(Br,) = o £5(x) W (Ry) £(x) = == alx, By).

Dla danego zbioru X, 1istnieje na ogél cala rodzina éﬁN
planéw eksperymentalnych dla N obserwacji. Powstaje wigc
tu zasadniczy problem wyboru najlepszego lub przynajmnie] do-
brego planu eksperymentalnego. Wybdr ten zalezy bezpoSrednio
od przyjetego kryterium optymalno$ci planu eksperymentalnego.
W literaturze na temat planowanla eksperymentéw dla zagadnien
regresji operuje si¢ najezesSclej nastgpujacyml czterema kry-

teriami:

KRYTERIUM 1. Plan eksperymentalny PN,A € EBN. nazywamy
planem A - optymalnym Jje$li
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k
ii., i1

m (P, ,) = min > 1 m T (Py)
1=1 N,A PN N i=1 N2

M3

il
gdzie m (PN) (L =1, «c. , k) oznacza 1i-ty element g4-
wnej przekatne] maclerzy M_1(PN) .

ERYTERIUM 2 . Plan eksperymentalny Py p € 25N nazywamy

planem D-optymalnym jesli

det M(PN,D) =p max . det M(Py).

Fyeay -

KRYTERIUM 3. Plan eksperymentalny Py g € QSN nazywamy
b

Planem G - optymalnym jes$li
max d(x, P min max  d(x, PN)

N,g) = .
xex2 ’ PNesSN xeX2

gdzie XZ Jest zbiorem domknietym zawartym w zbiorze X.

KRYTERIUM 4. Plan eksperymentalny Py 1 e:EN. nazywamy
9
planem I - optymalnym je$li
S d(x, Py, ;) dx =_ min S a(x, P,) ax
N,I Pe ’ °N
X, ’ Iy X,

Z poréwnania kryterium 1 ze wzorem (1.5), kryterium 2 ze
wzorem (1.6), a kryteriéw 3 1 4 ze wzorem (1.7) wynika, Ze
w klasie planéw eksperymentalnych dla N obserwacji

° plan A - optymalny minimalizuje sume (lub $rednig arytme-
”n Pa) N A

tyozng) Var 6, + Var 8, + Var 6, + ... + Var § warian-

cji estymatoréw 61, 6,5 ceo 6& ;
2° plan D - optymalny minimalizuje objeto$é elipsoidy konoen-

tracjl rozkiadu estymatoréw 6,5 6,5 ecc 5, 8
3° plan G - optymalny minimalizuje maksymalng na zblorze X

2
wartoéé wariancji estymatora ﬁYx funkcji regresji (1.2);
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4° plan I - optymalny minimalizuje $rednig na zbilorze X2
wartos$é warianoji estymatora ﬁYx funkc i regresji (1.2).
Zbiéxr X, wystgpujgoy w kryteriach 3 1 4 moze byé pod-
zblorem zbioru x1, odwrotnie - x1 moze by¢é podzbiorem X2,
wreszcle 1loczyn zbioréw X1 i X2 moze byé podzbiorem wia-—
$ciwym kazdego ze zbiordw X, 1 X, 1lub zblorem pustym, w kofi-

cu moze zachodzié relacja X1 = X, . Np. niech X oznacza od-

2

cinek czasu [0, xt] y z2biér X,, na ktérym mozna wykonywaé

1
obserwac je, niech bedzle odolnkiem czasu [O, x1] , gdzle Xy
oznacza moment, w ktérym nalezy zakohozyé obserwacje. Szcze-
gélnie wazna moze byé estymacja (ekstrapolacja) funkcji regre-
sji na zbiorze X, = [xz, xt] , gdzle X, < X, <X,. Tuta]

X1(W X2 = 0.

-1
Przykiad. Niech zbidr X oznacza prostg rzeczywistg & i

niech funkcja regresjl bedzie wielomianem stopnia trzeclego
- 2
EYx = 90 + 61x + 02x + 93x3 .

Przypuéémy, ze dla wyestymowania warto$ol funkcji EYx w
punkcie x = 2 mozna wykonaé N = 52 obserwacje na odcinku
X, = [— 1, 1] . Wiadomo réwniez, 2ze ff = 1 . Zadanlie to moz-
na zrealizowaé tradyoyjnlie w ten sposéb, zZe wykonuje sie po
13 obserwacji w kazdym z czterech nastegpujgcych punktéw :
x(1) = =1, x(z) =-1/3 , x(j) =1/3 , x(4) = 14 ktére roz-
tozone sg réwnomlernie na odcinku [— 1, 1] « Przy taklim wyborze
planu eksperymentu okazuje sig, ze wariancja estymatora funk-
cJi regresji w punkocle x =2 Jest w przyblizeniu réwna 20.
Mozna jednak wybraé taki plan eksperymentu, przy ktérym wa-
riancja estymatora funkcji regresjl w punkcie x = 2 Dbedzle

minimalna. Innymi stowy, nalezy wybraé plan G - optymalny
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dla przypadku jednopunktowego zbiloru x2 ='{2 }. Mozna po-
kazaé (por. [20]), ze plan G - optymalny polega tu na roz-
mieszczeniu 52 obserwacji w ten sposéb, ze w punkcie

x(1) = = 1 wykonuje sig¢ 5 obserwacji, w punkcile x(2)= -1/2
wykonuje sle¢ 12 obserwacji, w punkcie x(J) = 1/2 wykonu-
Je slg¢ 20 obserwacji i w punkcie x(4) = 1 wykonuje sie

15 obserwacjl. Dla tego planu G - optymalnego wariancja e-
stymatora funkcji regresji w punkcie x =2 jest w przybli-

zeniu réwna 13 .

Teoria plandéw przyblizonych. 2Zdefiniowalismy uprzednio

plan eksperymentalny dla N obserwacjli jako zbidr wartodci
liczbowych

1 x@) o ()

Xy » g owen s A

gdzie x(l) (L =1, 2y «es , P) sg wybranyml punktami

zbioru X, , ).1 sg nileujemnymi uamkaml wymiernyml o wspéi-

1
nym mianowniku réwnym N , za$ SE: )'l = 1. Pod koniec lat

pleédziesigtych w teoriil planowani;1eksperyment6w pojawizo

sig¢, wprowadzone przez Kiefera i Wolfowitza ([30;], [27] ),
pojecie planu przyblizonego. Pod pojgciem planu przyblizone-
go rozumlie sig¢ dowolng miare piobabilistyoznq ’? okreélong

na polu borelowskim ES generowanym przez ;bior&uotwarte prze-—

strzeni X, . Miara taka speinia warunek ?(dx) =1 .
X
1

Pojecie planu przyblizonego jest uogélnlieniem pojecla planu
eksperymentalnego w tym sensie, Ze plan eksperymentalny
ICHIRNE:> I €

Nys Apyeens X

mozna potraktowaé jako empiry-
P

czny rozkiad prawdopodobieilstwa na ebiorze X ktéry wyzna-
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cza na tym zblorze specjalna dyskretng milarg probabillistycz-
ng.

Niech & oznacza rodzine wszystkich mlar probabilistycz-
nych na X,. Uogbélniajgc wzér (1.3) mozna dla kazdeJ mlary
probabilistycznej % € d  okreé$lié macierz kwadratowg M(‘g )

o elementach

(1.8) m, 4 =}§ fi(x) fj(x) ‘;(dx) 1, J =1, eee 5 k
1

Wiasnoéci maocierzy M(‘g) podaje nastepujgce

TWIERDZENIE 1.

(a) Dla kazdego ‘ge d macilerz M(‘S) jest okre$lona nie-
‘ujemnie.

(b) Je$li miara } jest skoncentrowana dokladnie W P
punktach oraz p <k , to det M(3) = 0.

(¢) Rodzina macierzy M(‘g), ‘§ ¢ 8 , tworzy zbidér wypukly
i zwarty.

(d) Dla kazdego ¥ < A maclerz M(}) mozna napisaé w

postaci (1.4), gdzie D g-k—%‘ij—)' +1 .

Dow6d twierdzenia 1 zob. np. [25], str. 324 .

Podobnie jak dla plandéw eksperymentalnych PN zdefiniuje—
my dla kazdego planu przyblizonego % taklego, ze det M(?)fo,
funko je
(1.9) a(x,3) = £10x) W(3) £(x) .

Sformutujemy teraz cztery zadania ekstremalne:

7ADANIE 1. Wyznaczyé te mlary g ¢ & , ktére minimalizujg
ko33 11,

2 . m (‘g), gizie m (}) oznagza 1i-ty (1 = 1,...,k)

i=1 _

element giéwnej przekatnej macierzy M 1(3) .
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ZADANIE 2 . Wyznaczyé te miary % € AN , ktére maksymali-
zujg det M(}) .

ZADANIE 3 . Wyznaczyé te miary 3 € & , dla ktéryoh

sup d(x,‘g) = min.
xeXZ

?ADANIE 4 . Wyznaczyé te miary g e § , dla ktérych

W waznym przypadku X_l = X2 rozwigzania zadanh 2 1 3
vokrywajg sie. Zachodzl bowlem

TWIERDZENIE 2 (Kiefera i Wolfowitza) . W przypadku

X=X, =X warunki

1 2
(a) ¥ ™ maksymalizuje det M(%),

(b) ¥* minimalizuje sup d(x, %)
X GXZ

(c) xseuﬁzd(x, T)=k

sg réwnowazne . Zbiér B 2ztozony ze wszystkich miar E3
spetniajgcych warunki (a) , (b) lub (c¢) Jest wypukily
1 domkniety, zad macilerz M('§) jest jednakowa dla wszyst-
kich § €B.

Dowéd twierdzenla 2 zob. [31] .

Kole jne twierdzenie dotyczy zwigzkéw zadania 1 z zada-

niem 2.

TWIERDZENIE 3. W klasie & wszystkich miar probabili-

stycznych na zbiorze X, miara 3 maksymalizuje daet M(}')

1
oraz réwnoczesnie minimalizuje mii(‘g), jed1i
i=1

(1.10) oM™ (F*) =[M'1(§*)]2 )

11
gdzle o Jjest pewng stazg. Przy tym i m (?*) = ¢k .
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Dowéd twlerdzenia 3 zob. [9;13 § 2.11 .

Wprowadzenie pojecla planu przyblizonego i sformuzowanie
wyzeJj wymlienlonych zadan ekstremalnych zaowocowalo w postaci
szeregu waznych wynikéw teoretycznych oslggnietych przy roz-
wigzywaniu tych zadadA ( a zwktaszcza zadah 2 1 3) dla réznyoh
speojalnych postacl wektora funkcji f(x) oraz zbloréw )& i
Xz. Przedstawimy teraz niektdére z tych rezultatéw dla funkcjil
regresji, ktéra jest wielomianem jednej lub wielu zmiennych.

Plerwsze, historycznie rzecz blorgc, wynlkl osiggnieto dla
przypadku, gdy funkcja regresji (1.2) przyjmuje postaé

2 1

= k-
(1.11) EY, = 0, + 6,X + 6;X° + .0 + 8, x

X 2 3

tzn. gdy jest ona wielomianem jednej zmlenneJ stopnia k-1 .
Dla takiej funkcji regresjl podano w pracach Guesta [13 ] i
Hoela [16:]rozwiqzanie zadan 2 1 3, gdy X, =X, = [—1, 1] o
Rozwigzaniem jest tu miara probabilistyczna przyporzadkowujgca
jednakowg miare 41/k kazdemu z k punktéw x(1), x(z),

x(k) 6[:-1, 1:], przy czym punkty te sg miejscaml zerowyml
funkcji (1 - xz)pé_1(x), gdgzie p£_1(x) jest pochodng wielo-

mianu Legendre’a stopnia k-1 :

(k-1) (x2 - 1)1(-'1
(x) = 1 ,_4a X )
P DY ax &-1)

Dla omawilanego przypadku X1 = X2 = [—1, 1] podano réwniez
(zobe Maljutow i Fiedorow [34]) rozwigzanlie zadania 4 . Roz-
wigzujgca to zadanle miara probabilistyczna jest skoncentrowana
w tych samych k punktach odcinka [—1, 1] , co miara rozwigzu-
jaca zadania 2 i1 3, natomlast przyporzadkowuje tym punktom od-

powiednio miary
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- IPEL )
1 521 |P£-1 =9y

'A« gd2181=1,2’ coo,ko

Hoel i Levine [20] podali rozwigzanla zadanla 3 dla oma-
wlanej tu funkoji regres3i (1.11) w przypadku, gdy X1=[-1, 1],
natomiast X1 # X2 . W szczegblnodci rozwazano jednopunktowy
zbiér Xz = {b} , gdzie b ¢ x1 s nastepnle odcinek X2 =[a,b],
gdzie 1 a <b oraz odcinek X, = [a,'b] y gdzle -1ga<1,
b>fb1>1 . Przy kazdym z wymienionych tu zbioréw X,, rozwig~
zaniem zadania 3 jest miara probabilistyczna, ktéra przypo-
rzgdkowuje k punktom x(l) = - cos[(l - 1)/ (x - 1)]zbio—

ru X1 odpowiednio miary

Ty (0)]

A,y = 1=1,2, «oo 5, k
1 ile(b)l b b b
3=1

gdzie

N OIS {0 W i) TC R AL W 20
PRl €) N € IS ) B €2 DIVSN 6) N (=D IR G I O3,

natomliast llczbe b1 wyznaoza sig¢ jednoznacznle z réwnania

nax 3 @i/ |ny | ) - > |1,
a¢x¢l 334 J J =1 J

Z innych rezultatéw dotyczgcych funkojl regresjl postaci
(1.11) nalezy wspomnieé rozwigzanle zadania 3 dla przypadku

X, =[-1,1] 1 X, = [-a, a] przy a—0 (patrz: Kiefer 1

1
Wolfowitz [32] ) oraz dla przypadku X, =[-1, a] u e, 1],
gdzie -1 <a <0 <1, za$ X2 = {b},gdzie a<bgo

(patrz : Hoel [18] ) .
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Znacznle bardziej skomplikowane 1 mnliej systematyczne wyni-
k1 znane sg dla rozlegiej klasy funkcji regresji, bedgcych
wlelomianaml wielu zmiennych. Tylko w najprostszych przypad-
kaoh, gdzie funkoja regresjl wielu zmiennych ma postaé produ-—
ktu kartezjanskiego pewnej liczby wielomianéw jednej zmiennej,
mozna bezpos$rednio uogélnié niektére rozwigzania jednowymia-
rowe na wigkszg liczbe zmiennych (por. np. Hoel [17] ’ [ﬁs]).
Natomiast dla funkcji regresji, ktéra jest wielomianem m
zmiennych nie majgcym postaci produktu kartez jahskiego, naj-
czedciej spotkaé mozna w literaturze wynikil dotyczgce rozwig-

zanla zadafh 2 1 3, gdy zbiory X, i X2 okre$lone sg nastegpu-

1
Jaco :

0 - ey = [+ = . 2
X1_x2-x—{x—(x1’ ...,Xm).jgxi <1}, tZD.

m
zbiér X tworzy kule jednostkowg w przestrzenl & ’

(1

1y eee , M )} tzn. zbibér X tworzy kostke w prze-
strzeni ET ,

o — -— — — (] — .

3 x1 "Xz-x—{x—(x1, e oo ,Xm).ii;;‘x‘i—‘l, xi>0
(L =1, eoe m)} y tzn. 2biér X tworzy simpleks m-1

wymlarowy w przestrzenl Enl.

Kiefer [29] podat ogdlne rozwigzanie zadan 2 i 3 dla przy-
padku, gdy X, =X =X, gdzie zbidr X tworzy kule jedno-
stkowg w przestrzeni Enl, a funkcja regresjl jest wielomia-
nem k-tego stopnia m zmiennych. Rozwigzaniem jest miara
probabilistyczna skoncentrowana na (k + 13)/2 sferach Sy

Sps eee 3 Sy,y © érodku w punkcie (O0y ... , 0), DPrzy czym

2
jedna z tych sfer ma zawsze promief réwny 1 . JeSli k Jest
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liczbg parzystg, to Srodek kuli liczy sig Jako 1/2 sfery.

Miary :l1, ﬂlz, cee A’k+1 przyporzgdkowane odpowiednim

2
sferom majg na kazdej z tych sfer rozkiad jednostajny. Licz-—

ba sfer jest funkojg niemalejgcg stopnia wielomianu bedgcego

funkc jg regresji, natomiast dla ustalonego stopnia k funk-

cJi regresji miary ),1, A’Z’ coe A’k+1 oraz promienie
2
1‘1, 1'2, oo oo ) I'k+1 Sfel‘ S1, Sz, oo [ Sk+1 Sq funkCJq liCZ—
2 2

by zmiennych. Gdy k =1 , to oczywisScie cala miara 1 jest
przyporzadkowana powierzchni kuli. Gdy k = 2, to Srodkowi
kuli jest przyporzgdkowana miara 2/[}m + 1)(m + 2)] y & po-

wierzchni kull - miara mT1m+m+2 s Lpor. [29] ). W tabeli
1.1 podano dla przypadku k = 3 mniary 1.2 i promienie
T, (oczywisdcie r, = 1, ),1 =1 - ;12 ), gdy liczba zmien-

nych m nie jest wigksza od 10. (por. [7] ).

Tabwela 1.1

m 1'2 12

2 0,447 0,3077
3 0,516 0,2455
4 0,545 0,1695
5 0,560 0,1241
6 0,570 0, 0948
7 0,576 0, 0749
8 0,581 0, 0607
9 0,584 0,0502
10 0,587 0, 0422

W sytuacji, gdy X, = X2 =X , przy czym zbibér X tworzy
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kostke w przestrzeni Enu natomiast funkcja regresjl jest
wielomianem m 2zmiennych, rozwlgzania zadah 2 i1 3 znane sg
przy zatozeniu, ze wlelomian ten jest co najwyzej stopnia dru-
giego. Poza tym dla wielomiandw niektérych wyzszych stopni
rozwlazanla sg znane dla okreélonej liczby zmiennych, np. dla
wielomianu stopnia trzeciego dwu zmiennych (por. [7] ). Dla
wielomlianu stppnia plerwszego rozwigzanla zadah 2 i 3 wynika-
jq bezposrednio z wynikéw przedstawionych w rozdziale IV, po
uniezaleznieniu ich od liczby obserwacjl. Pewne rozwlgzanie
zadah 2 1 3 dla kwadratowe] funkcji regresjl co najwyzej 5
zmlennych podaz Kiefer w pracy [28]. Rozwigzaniem Jest milara
probabilistyczna przyporzgdkowujgca miare )'w kazdemu z 2™

m-1

wierzcholkéw kostki, miare A $rodkéw

X kazdemu z m2
krawedzl %gczacych wierzchotki kostkl oraz miare ;ks kaz—
demu z m(m—‘l).’Zm_3 $rodkéw Scian dwuwymiarowych kostki m-wy-—

A

leznoéci od wymiaru m podane sg w tabeli 1.2 . Rozwigzanie

miarowej. Numeryczne wartosci miar A’w’ X i R,S w za-

zadan 2 1 3 dla kwadratowej funkcji regresjl dowolnej liczby

Tabela 162

m | A, Ao A

2 0,1458 0,08015 0, 0962

3 0,071975 0,01895 0, 0328

4 0,03705 0,0038375 0,01185
5 0,01928 0,0003125 0, 004475

zmiennych uzyskall Farrell, Kiefer i Walbran [7] o Wyniki
tych autoréw sg nastepujgce: Niech J9  oznacza podzbidr

m-wymiarowej kostki X = {x = (x1, cee xm) y ~1 <% < 1



- 26 -

(1 =1, oo , m)} zozony z tych 1 tylko tych 2= (?)
punktéw kostki, ktéryoch doktadnle j wspéirzednych réwna
sle zeru, natomlast pozostate wspélrzedne sg réwne +1 1lub
-1 . Np. J° jest zm-elementowym zbiorem wlierzchotkéw kost-
ki, J' jest m - 281 _elementowym zbiorem $rodkéw krawedzi
kostki, a J¢ jest zbiorem, ktérego jedynym elementem jsst
§rodek kostki. Niech J(J,,J,535) = f;% in y gdzie

0 <J, <1 <233 < m, tzn. zbidr J(j1,32,j3) jest sumg
trzeoh réznych zbiordéw spodréd zbioréw J°, J1, J2,..., Je,

Miara probabilistycznaig* speiniajgca dla nieujemnych catko-

=]

witych liczd a5 gdzie EZ% a; <4, warunki

(0 gdy co najmniej Jedna z
i
;0 S.x?1x22 . xam‘§”(dx) i} ﬁ | liczb a; Jjest nieparzysta
X m ﬂ.{a1,...,am) gdy wszystkie

1iczby a; 8§ parzyste

2° 2,(a1,...,am) = const dla dowolnej permutacji ustalonego
ciggu a,, cee s A,
0
J(j1,j2,33
jest rozwigzaniem zadah 2 i 3 wtedy 1 tylko wtedy, jesli

3 )Eﬁ%dx) =1,

j1=0’ j'2=1’ 2<33<'m’ gdy 2 m<g5
j1=0, j2=1 lub 2, 3<33<m, gdy m> 6 ,

oraz 1(2’0’0’ eee O) = 'h(4,0,0’ e ,0) =
= (m+3) 5 [(Zmz +3m+ 7) + (m-1) V(4m2 +12m + 17) |,
4(n1) (m2) |

A (252,0504450y..2,0) =

= (m+3) 5 I:(4m3 + 8m° + 11m - 5)+(2m2+m+3)V(4m2+12m+17)
8(m+1) (m+2) i

Zatwo zauwaszyé, ze wczebniejszy wynilk Kiefera [28] dla m <5

jest szczegélnym przypadkiem rozwigzan Farrella, Kiefera i
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Walbrana, a mianowicle cata miara jest tam skoncentrowana
na zbiorze J(0, 1, 2) .

Przypadek X, =X, = X , gdzie zbiér X ={x =(x1,...,xm) :

i=1xi =1, % 20 (L =1, eoe m)} tworzy simpleks m-1
wymiarowy w przestrzeni En% interesuje tych eksperymentato-
réw, ktérzy zajmujg sie planowaniem doéwiadczehr z mieszanina-
mi, a wiec np. chemikéw i technologéw. Rozwigzania zadahA 2

i 3 przy funkcjach regresji, ktére sg rozmaicie okreslonymi
wielomlanaml m =zmiennych, mozna dla tego przypadku znaleZé
np. w pracach Kiefera [28], Farrella, Klefera i Walbrana[:7],
Atwooda [1] oraz Golikowej i Mikeszine] [36].

Spoérbd wynikéw teorii planéw przyblizonych nalezy wymie-
nié rdéwniez grupe prac Kiefera 1 Wolfowitza [33], Hosla [19],
Studdena [38], [39] i innych autoréw, ktére zawlerajg uogdl-
nienie cytowanych wyzej wynikéw Hoela i Levine’a [20:] na
przypadek, gdy funkcje f1(x), cee fk(x) w réwnaniu EY, =
01f1(x) + eee + ekfk(x) tworzg system Czebyszewa, tzn. gdy
sg one takimi funkcjami clagiymi okreslonymil na odcinkul:a,b ]
prostej rzeczywistej, ze kazda kombinacja liniowa a1f1(x) +
azfz(x) + eee + akfk(x), gdzie a? + ag T oeee + aij> 0, ma
na odcinku [é,b ] go najwyze] k-1 rdéznych miejsc zerowych.
Z punktu widzenia zastosowah interesujaca jest seria prac na
temat sekwencyjnego generowania rozwigzanila zadania 2. 0O me-
todach sekwencyjnego osiggnieclia takiej optymalnej miary pro-
babllistyocznej traktujg np. praoce Wynna [40:], Fledorowa [9]
1 najnowsza praca Atwooda [Zj]. BezpoSrednie znaoczenie dla za-

stosowah ekonomicznych mogg mieé prace Bandemeraiij ]i Junga

[23], w ktéryoch dla liniowej funkcjl regresjl jednej zmienne]
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explicite rozwaza si¢ zagadnienie kosztéw eksperymentu.

Przeglgd wynikéw teoril plandéw przyblizonych osiggnigtyoch
do roku 1965 zawiera rozdziaz 10 monografii Karlina i Studde-
na [25] y Przy czym oryginalne wynikl autoréw tej monografii
zebrane sg w [26]. Zbidr [36] prac autoréw zwigzanych z Labo-
ratorium Metod Statystycznych Uniwersytetu Mosklewskiego sta-—
nowl w czeScl prébe wykorzystanla teorii plandéw przyblizonych
w praktycznym planowaniu eksperymentdéw, a mutacje niektdérych
artykuiéw (por. np. [35]) z tego zblioru opublikowano w czaso-—
pismach zachodnich. Range tej grupy uozonych radzieckioh okre-
§la fakt, ze monografia Fiedorowa [9_]poéwiqcona teorii plano-
wania eksperymentdéw zostata przetiumaczona na jezyk anglelski
1 wydana w Stanach Zjednoczonych. Zainteresowanlie problematy-
kg planowania eksperymentdéw dla zagadniefh regresji jest rdéw-
niez bardzo zywe w NRD, & ostatnio i1 w Polsce, czego dowodem
moga byé np. nledawno wydane ksigzki Bandemera i wspéiauto-
réw [ 4 | oraz Kacprzyfskiego [24 ] .

Nalezy jeszcze zwrbécié uwage na zwigzki miedzy sformuXowa-
nymi uprzednio kryteriami 1 -~ 4 optymalnosci planéw ekspe-
rymentalnych i postawioanymi w teorii planéw przyblizonych za-
daniami 1 - 4 . Uzywajgo terminologii kryteridéw 1 — 4 moz-
na powledzieé, ze zadania 1 - 4 polegajg na wyznaczeniu od-
powiednio miar A, D, G lub I - optymalnych w szerszej kla-—
sie A miar probabilistycznych. Jest oczywiste, Ze plan
optymalny dla rodziny :BN moze nie byé rozwigzaniem zadnego
z zadah 1 - 4 . Z druglej strony, z uwagi na punkt (d)
twierdzenia 1, mozna sprowadzié kazde rozwigzanle zadah 1 -

4 do miary dyskretnej skoncentrowanej na skohozonej liczbie
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punktéw. Jesli w kazdym z tych punktéw skoncentrowane sg
miary bedace liczbami wymiernymi, to takie rozwigzanie je-
dnego z zadah 1 - 4 jest dla pewnego N planem optymalnym
w sensie odpowladajgcego temu zadaniu kryterium. Dowolng mia-
re rozwigzujgcg jedno z zadah 1 - 4 mozna tez - dla dosta-
tecznie duzego N -~ zmodyfikowaé tak, zeby otrzymaé plan e-
ksperymentalny dla N obserwacjli apr oksymujgecy
optymalny plan eksperymentalny w sensie odpowiedniego z kxry-
teriéw 1 - 4 . Dla niezbyt wielkiej liczby N Ybezpodrednia
modyfikacja rozwlgzafh zadah 1 - 4 moze jednak daé plan eks-—
perymentalny daleki od wymagah optymalno$ci stawilanych przez
odpowiednie z kryteriéw 41 - 4 . Powoduje to istotne ograni-
czenia w zastosowaniu teorili plandéw przyblizonych do konstru-
kcji optymalnych planéw eksperymentalnych. Podkres$lié trzeba,
%e planowanle eksperymentéw z mazg liczbg obserwacji jest

bardzo waznym zagadnienlem w praktyce doédwiadczalnictwa.
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Rozdzliat II
REGRESJA LINIOWA NA ODCINKU PROSTEJ

zalbimy, 26 X =X, =X, =[a,p], dP>a, k=2,

4

f1(x) =1, fz(x) = X « Wéwczas funkcja (1.2) ma postad

(2.1) EY, = 0, + 6,X .

Przedstawimy teraz plany eksperymentalne dla estymacji te]
funkcji regresji liniowej, ktdére speinlaja niektdére z poda-
nych w rozdziale I kryteridw optymalnosci.

Jezell liczba obserwacjli jest nileparzysta, tzn. N = 2n + 1,

gdzie n =1, 2, «¢« 4 to plan eksperymentalny P
b

N,1 € By

okre$Slony nastepujaco

r A
a 2 ; b b }
< n 4 n
2n + 1 2n + 1 2n + 1 J
\

jest planem G - optymalnym 1).

1) Ze wzgledéw ldentyfikacji kole jne plany eksperymentalne

P rozwazane w te] pracy beda oznaczane dodatkowyml wskaZni-

N

kami, np. w rozdziale biezgcym rozwaza sie¢ plany PN 1
,A

PN PR rozdziat III zaczyna si¢ od prezentacji planu
b

oraz

Py,10 °
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Z okreslenia planu eksperymentalnego PN 4 oraz ze wzoru
b

(1.3) wynika, ze

E a2
(2.2) M(PN,1) =
atb 4n(a2412)+ (a+b)?
2 4n(2n+1)
[~ 2 -
4n (a?+1%)+ (a4b)? ~{2n+1) (a+b)
2n(a—b)2 n(a—b)2
(2.3) W (Ry 4) =
—(2n+1) (a+b) 2(2n+1)
'n(a—b)z n(a_b)a
Wobec tego1)
1
(204) d(X, PN,1) =[1 X]I\I_1(PN 1)[ =
) b'q

2(2n+1) .2 _ 2(2n+1)(a+b) _ 4n(a%+b2)+(a+b)2
n(a-b)? n(a=-b)? 2n(a-b)2

Prawa strona réwnania (2.4) jest funkcjg kwadratowa zmienne]

2

x o dodatnim wspélczynniku przy x“. Oznaoza to, 2e funkcja

d(x, P nie osigga maksimum wewngtrz odcinka [a,b] .

N,1)
Stagd 2atwo widaé, ze
) =

(2.5) xmgﬁa b]d(x, PN,1) = d(a, PN,1) = d(b, PN

’

)1
on 2 t3p T2 +tg§go.

1) Zapis [1 x:] oznacza Jednowierszowg maclerz o dwu elemen-
tach 1 oraz x ; =zapis oznacza wektor o dwu skZadowych
X

réwnych odpowiednio 1 1 x &
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W Swietle punktu ¢ twierdzenia 2 otrzymany wynik nie
rozstrzyga o G - optymalno$ci planu PN,1' W rzeczywistodecl
plan PN,1 te wtasno$¢ posiada. Dowéd G - optymalnodci pla-
nu eksperymentalnego PN,1 dla N=2n+1 (0 =1, 2, ecs )
obserwacji jest gidéwnym wynikiem pracy Junga [22] .

Przytoczymy z kolei znane

TWIERDZENIE 4 . Niech X =X, =X, = [a,b] , k=2,
f1(x) =1, fz(x) = X . Wéwczas dla kazde] parzyste]j liczby
obserwacji N, tzn. N =2n , gdzie n =1, 2, ..« , plan

eksperymentalny PN 5 € JSN okre$Slony nastegpujgco
H

a b

[T

. n _
gdzie N =

=21
=218

jest planem D - optymalnym 1 réwnoczednle planem G - opty-

malnym.

Dowéd. Ze wzoru (1.3) wynika, 2ze dla planu eksperymen-—

talnego PN,Z mamy
a+b
1 2
(2.6) M(PN’Z) = 5 )
a+ b a_+ b
[ 2(a%4%? —2(ath) |
) (a ~v)? (a-b)?
(2'7) M (PN,2)=L
-2(a # b)
(a-1vp (a<b)?
Wobec tego
1

(2.8) d(x, PN,Z) = [1 x ] M-1(PN’2) .
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- 4 2 - 4(a+b) x + 2(a?+b?) .
(a<b)? (a-b)2 (a-b)2

Otrzymane wyrazenie jest kwadratowg funkcjg zmlennej x

o0 wspé2czynniku dodatnim przy x©

. Oznacza to, ze funkc ja
a(x, PN,Z) nie osigga maksimum wewngtrz odcinka [a,b] .
Stad tatwo widaé, 2ze

(2.9) . gatg’b]d(x, PN,Z) = d(a, PN,Z) = d (b, PN,Z) =2 .

Przy poczynlonych zatozenlach z twlerdzenia 2 wynika, Ze
dla dowolnego planu eksperymentalnego zachodzl nierdéwnodé

. gﬁg’b]d(x,PN) >2 . 7 réwnobci (2.9) 1 z tegoz twierdze-

nia 2 wnioskujemy zatem, Ze plan P jest D-1G -

N,2
optymalny.

C.b.d. Oe

Twierdzenie 4 dta przypadku a = -1, b = 1 pozostaje w
bezposSrednim zwigzku z omawianymi w rozdziale I wynikami
Guesta [13:]i Hoela [16] dla funkcji regresji bedgcej wile-
lomianem dowolnego stopnia, gdy stopieh wielomlanu jest réw-

ny 1. Ponadto przy a=-1 1 b =141 plan P jest nie

N,2
tylko D - 1 G - optymalny, ale takze A - oraz I - opty-

malny. A - optymalno$é wynika 2atwo z twierdzenia 3, gdyz dla
1 0

a==1 1 b =1 maclerz M(PN,Z) = 0 ] 1 réwnanie

(1.10) =z twierdzenia 3 jest speinione dla c¢ = 1. Podobnie

I - optymalno$é otrzymujemy bezposSrednlo z cytowanego na str.

21-22 (rozdz.I) wyniku Maljutowa i Fledorowa [34] .

Warto jeszcze zauwaszyé, ze zgodnle z oczekiwanliem praw-

dziwe jest nastepujgce

N oznaczajg dwle liczby

TWIERDZENIE 5. Niech N1 2

i
naturalne takie, 2ze N22> Ny22 . Jezell w celu estymacjl



funkcjl regresjl (2.1) na odcinku [a,b] wykosano N, ob-

1
sarwac ji wediug planu eksperymentalnego PNfﬂ’ gdy N1 jest
liczbg nieparzystg, zas$ wediug planu PN1,2 y 8dy N4 Jest
liczbg parzystg, a ponadto jesli wykomano N2 obserwac ji we—
diug planu PN2’1 sy 84y N2 jest liczbg nieparzystg, zas$ we-

diug planu PNZ’Z y 84y N2 jest liczbg parzystg, to:

1° (;Var 61)1 > (]?:Var 61)2 ,

gdzie (§§:Var 61). oznacza sume¢ wariancji estymatoréw )
= J 1

i 62, gdy wykonano N, (j =1, 2) obserwacji;

20 Vol ( 61, 8

b), > Vol ( 61, e

2)2 )

gdzie Vol ( 61, 6é)j oznacza pole elipsy koncentracji roz-

A

kXadu estymatordw e, 62 , gdy wykonano Nj (j =1, 2) ob-
serwac jip

2 2
30 61 > 85,

2 62
A q
dzie 6. = ma Var (EY_,) = —— max a{x, P, .

gdzie ] xﬂkﬁﬁ,bj \ x) Nj %6 ta,b] \ X Nj,l)

oznacza maksymalng wartosé wariancji estymatora funkcji re-
gresji (2.1) na odcinku [a,b] , 8dy wykonano Nj obser-

wacji wediug planu Py 1,3 =1, 2) ;
j’

o) 2 2
4 87 > 65>
S b 2 b
-2 _ 1 A _ 3 1 5
gizie G = bfaag var By ) dx = —= § T d(x,PNJ,i)d.c

oznacza warto$é Srednig wariancji estymatora funkcjli regresji
(2.1) na odcinku [a,b:], gdy wykonano Nj obserwacji wediug
planu PNJ,i (1,3 =1, 2) .
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o 0

Dowéd kazdej z nierdéwnodci od 1~ do 4~ podzielimy na

3 przypadki:
Przypadek A, gdy N1 i N2 sg dwiema liczbaml nieparzystymi.
Przypadek B, gdy N1 i N2 sg dwlema liczbaml parzystymi.
Przypadek C, gdy Jedna z liczb N1, N2 Jest liczbg parzy-
stg, a druga - nleparzystg.
Udowodnimy najplerw nierdwnodé 41°.
Ze wzoru (1.5) wynika, ze

2
(Ei; Var 61)3 = J%E m11(PNj,i) + mZZ(PNJ,i) ’

gdzie mll(PN i) oznacza 1l-ty (1 =1, 2) element giéwnej
H

przekatnej macierzy M_1(PN 4) -
j’

Jedli Nj jest liczbg nieparzystg, to ze wzoru (2.3)

otrzymujemy
11 4njﬂag+ b%)+(a+b)? 22, 2(2n+1)
m (PN 1 5 2 y M (P 1)=" T3
J 2nj(a—b) j? nj(a-b)
skad

“ 2 4n,(a®+b%)+(a+b)%+4(2n +1)
(2.10) (E&:Var 91)J %}- R M S

1=1 | on j(a—b)z
2 (2N,-1)(a%+b%) + 2ab + 4N
L 1
=5 = - _ ,
J (Nj—1)(a—b)

gdyz Nj = 2nj + 1 o

Jesli Nj jest liczbg parzysta, to ze wzoru (2.7) otrzy-
mujemy
2 2
11 2(a+ 1<) 22

skad
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2 2 2
N 6, 2(a° + »° + 2)
(2.11) (%;.Var 8); = I, (a-b)? .

Przypadek A. Nalezy udowodnié, 2ze (por. wzdér (2.10)), ze

g% (an;-1)(a%+v?) + 2ab + 4N,
N (N,-1) (a-1)?

(2.12)

82 (2N£1)(a2+b2f) + 2ab +4l,

2 (Ny-1) (a-b)?

> 0.

W tym celu wystarczy pokazaé, ze powyzsza nierdwnosé Jjest
speiniona dla N2 = N1 + 2 , gdzie N1 =3y 5y 7y eee o Otrzy-

mujemy wtedy

G2 (2N -1)(2%+b?)+2abean, | §2  (2N,+D) (%407 )+2abra (N, +2)
- 2 ' - ¢ = , - P =
Ny 7 (Ny=1)(a-b) \Ny+2) (N, +1) (a-b)?
g2 43 (af+vPe2) + 4(2n,+1)ab + 2(2N1—1)(a2+b2)

(a~0)? (N, =1) N (H,+1) (N, +2)

Poniewaz N1;> 3, wiec otrzymane wyrazenie Jest dodatnie, tzn.

spelniona jest nierdwnosé (2.12).

Przypadek B. Ponlewaz N, > N,, wigc nieréwnoéé 1° wyni-
ka natychmiast ze wzoru (2.11).

Przypadek C. 2 udowodnionych juz przypadkéw A 1 B wyni-

(o)

ka, ze nierdéwnos$é 1 wystarczy dowiedé tu dla N, =N, + 1.

2 1

Jezeli N, Jjest liczbg nleparzystg (N1 =3, 5, Ty 5ee ),

to ze wzoréw (2.40) 1 (2.11) mamy

(%: var &), - (g Var &), =



co kohczy dowdéd nieréwnosci 1.

2 _ 2,2 2
%}.- (2N1 1) (a“+b )+2ab+4N1 6 2(a2 + b2 4+ 2) .

1 (N,=1) (a+0)® N+ (a-b)?
g 2 (3N1-1)(a2+b2) + 2(N1+1)ab + 8N, S
= - 0.
(a=b)@ (v,=1) N, (N,+1)
Jezeli N, jest liczbg parzystg (N1 =2y 4y 6y eee )y

to ze wzoréw (2.11) i (2.10) mamy

(%i% Var ﬁ&)1 - (%i% Var 61)2 =

62 | p(aPulip) _ 82, (2Nyr1)(a%b?) + 2ab + 4Q0e)
Ny (a—b)2 N,+1 N1(a—b)2

52
W, (N, +1) > 0,

(o]

Udowodnimy teraz nierdwnosé 2°.

7e wzoru (1.6) wynika, ze nierdéwnosé 2° jest réwno-

wazna nierdéwnosci

2. 4 2.
(2.13) N{-det MLPN1’1) < N5-det M(PNz,i) ,

gdzie 1,1 =1, 2 .

Przypadek A. Ze wzoru (2.2) mamy

4gj(a2+b?) + (a+b)?

(2.14) det M(PNJ,1) = 4(2nj+1) _.F 2%2)2 =
_ ny(a-b)? (N;-1) (a-b)?
- 2(203+1) - i, )

gdyz N = 2ny + 1 . Stad
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N, (N,=1) (a=b)?

2 -
oraz
/ 2
N, (N,—1)(a=b)
2 _ _2Y2
N det M(PNZ,,‘) = T .

Poréwnujgc prawe strony obu réwnaf otrzymujemy — wobec faktu,

7z N, >N

> 1" relacje

2
1

2

N 2

det M(PN1’1) < N7 det M(Ry ),

2

ktéra oznacza, 2e w rozwazanym przypadku nierdéwnosé (2.13)

Jest prawdziwa.

Przypadek B. Ze wzoru (2.6) mamy

2,2
_ _ a2 +b~ _ ca+by2_ ,a-b\2
(2.15) det M(PN1’2) = det M(PN2,2) == &)= 50)

Ponlewaz N, <N,, wigc nieréwnoéé (2.13) Jest w tym przy-

padku oczywista.

Przypadek C. Z udowodnionych juz przypadkéw A 1 B wy-
nika, e prawdziwo$é nierdéwno$ci (2.13) wystarczy pokazaé tu

dla N, =N, + 1

2 1 *

Jetell N, Jest liczbg nileparzystg (Ny= 35 5, 7y oo )y

to ze wzoru (2.14) otrzymujemy, 2Ze

2
2 _ _ (a=b)
Ng det M(PN1’1) = N, (N, -1) 255 )

za$ ze wzoru (2.15) otrzymujemy dla N, =N, + 1

o) = Gien? LRl

/ 2
(N, +1)° det M(PN1+1

Pordéwnujgc prawe strony obu réwnah otrzymujemy relacje
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2 2
(2.16) NY det M(PN1’1) <.(N1+1) det M(PN1+1,2) .

Jezell N, jest liczbg parzyste (N1 =2, 4y 6y eee ),

1
to ze wzoru (2.15) otrzymujemy, ze

2 (a=b 2
174

2

Ny

det M(PN1,2) =N

zad ze wzoru (2.14) otrzymujemy dla Ny, = N, +1

) = Grge) wy Lazp)

2
(N1+1) det M(PN 7

1+1,1

Poréwnujac prawe strony obu réwnahn otrzymujemy relacje

2 2
(2.17) Ny det M(PN1’2) < (N1+1) det M(PN1+1,1) .
Z nierdéwnodci (2.16) 1 (2.17) wynika, ze w omawianym
przypadku speiniona jest nieréwno$é (2.13), co réwnoczednie

koficzy dowéd nierdéwnodei 2°.
Z kolel udowodnimy nierdéwnodé 30.

Przypadek A. Wystarczy tu pokazaé, ze réznica

2 2

ma, a(x,P

e 2 ) - S na
1 ¥ €[a,b] N,»1 N, x eﬁa,b]

61 - G2 = d(x,P

zqm

jest dodatnia dla N, = N,+2 (N1 =3, 5y Ty eee ) » Z8

2 1
wzoru (2.5) mamy wtedy

2

1) 3 . 1
N1 1 N1+2 N1+1

2
2 2 _ 6

2
62. 2(2N1 + 2N, - 1)
(N, =1) N, (N, +1) (W, +2)

> 0.

Przypadek B. Dla planu Py , mamy ze wzoréw (1.7) 1 (2.9),
b
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-

max var (B = =— max d(x,P
X € fa,b) (BYy) = 3 X € (a,b] (x5

Stad wynika, Ze maksymalna wariancja estymatora funkcjli re-
gresji (2.1) otrzymanego po wykonaniu N obserwacjl zgod-
nie z planem PN,2 jest malejgcg funkcjg N. Wobec tego w
przypadku tym spelniona jest nieréwnodé 3° .

Przypadek C, Z udowodnionych juz przypadkéw A i B wy-
nika, ze nierdéwnosé 3° wystarczy dowieéé tu dla N2 = N1+1.

Jezeli N, jast liczbg nieparzysty (N1 = 3, 5, Ty ese ),
to

2 2
2 ~2 _ S .

- = — max d(x.P - —— max _d(x,P )e
1 62 N1 xe[a’b]( ’ N1,1) N1+1 x e[a’b]( , N1+1,2

Stad oraz ze wzoréw (2.5) 1 (2.9) otrzymujemy

2 2 3N, - 1
2 2 _ 8 1 6° ., _ g2 1
65 - S =y gy ) ~wm2= 8 wonw,wen o
1 1 1 1 1\
Jezell N, jest liczbg parzystsg (N1 =2, 4y 6, «oes ), to
g2 2
2 _ 2 _ 2. max d(x,P - ——— max d(x,P )e
61 62 N1 X € [a,b] (x, N1 ’2) N1+1 x € [a,Db] ? N1+1 1

Stad oraz ze wzoréw (2.9) i (2.5) otrzymujemy

2 2 _8° , &2 1y . g2 —A > 0
PRI S e (CRS R MR -

Lacznie z obydwu nieréwnoécl wynika, ze speiniona jest
pieréwnoéé 3°.

Pozostaje jeszcze pokazaé, ze prawdzliwa Jest nieréwnodé 4.

Przypadek A. Dla nleparzyste] liczby N =2n + 1 (n = 1,
2, ..o ) obserwacji niech (por. wzér (2.4))
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g(x; n,a,b) =g a(x, By ) =

o1 {_2.@;1_1_ 2 _ 2(2n41) (asb) . an(a®4p?) « La+b)2}

2n+1 n(a-b)2 n(a-b)2 | 2n(a—b)2

o

Nieréwno$§é 4~ =zostanie dla tego przypadku udowodniona jesdli

pokazemy, Ze w wyrazenlu

N

2 b ~ b
e 1 -5 .
v é N d(x,PN’1) dx = = é g(x; n,a,b) dx

dodatnia funkc ja podcaikowa g(x; n,a,b) jest dla kazdego
ustalonego xe:[a,b] funkc jg malejacg parametru n . W tym
celu wystarczy obliczyé réznice g(x; n+1, a,b) - g(x;n,a,b)

gdzie n =1, 2, <+« « Po pewnych przeksztaicenlach mamy

g(x; n+1’a:b) - g(x; n’a,b) =

2 2

- 2ax - 2bx + 2+ 1°)(4n°+ 8n + 3) + (a-b)2(4n+3)

_ =2(2x
2n(n+1)(2n+1)(2n+3)(a-b)2

Dla wartodéci x 2zmieniajgcych sie w przedziale La,b‘]r6Zn1—

ca ta osigga maksimum w punkcile g%h . Maksimum to jest r6wne
=2
< O0.
(2n+1) (2n+3)

Zatem g(x; n+1,a,b) - g(x; n,a,b) < 0 dla xe¢€ a,b] ,

tzn. g(x; n,a,b) Jjest malejgcg funkcjag n (n =1, 2, «..),

co w danym przypadku dowodzi sXusznosSci nierdéwnosci 4°.
Przypadek B. W dowodzie twierdzenia 4 (patrz wzér (2.8))

pokazano, ze wyrazenie d(x, PN 2) nie zalezy od liczby N
H

wykonanych obserwacji. Wobec tego w omawianym przypadku
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_ 2 b 2
2 _ 8”4 .8 . _1
84 = b—aaS W, 406 By o) &% =g [ 6 (ayD)
1
oraz
S— 2 D 2
2 ] 1 ) 1 )
= — d d = meme—mm ® ppmm o,
62 B-aaS N2 (x, PNZ’Z) X b-a NZ G (a,b) ,
gdzie
b
G (a,b) = S d(x, P ) dx (i =1, 2).

Poniewasz NZ > N1, wlec 2z powyzszych réwnodci otrzymujemy,

ze

Przypadek C. Z udowodnionych juz przypadkéw A i B wy-

nika, e nieréwnosé 4° wystarczy dowiedé tu dla N, = N,+1.

2 1
Jezell N1 jest liczbg nieparzystg, to mozna napisaé

N, =2n+1, N, =2n+2, gdzie n =1, 2, ... . Wéwczas ze

wzoréw (2.4) 1 (2.8) otrzymujemy, ze

1 d(x,P ) = 3122*1132—A4(2n+1)(a+b)x + 4n(a2+bgliia+b)2
b = - -
2ot 20+, 1 ‘2n(2n+1) (a=b)?
oraz
~l d(x,P ) = 2x% = 2(a+b)x + (al+p®
2n+2 12 2n+2,2 ' (n+1)(a-b)2 .

YLaczgc prawe strony powyzszych réwnah znaklem wiekszodci

otrzymujemy nierdéwnosé

4(2n+12x2—4(2n+1l(a+b2x+§n{az+b?)+(a+b22:> 2x2—2(a+b)x+(a2+b§)

2n(2n+1)(a—b)2 (n+1)(a—b)2




_43_
ktérg mozna sprowadzié do postaci

4(2n+1)(x2 - ax - bx) + (n+1)(a+b)2 + 2n(a2+b2) > 0.

Lewa strona tej nierdéwnoéci osigga minimum dla x = atb .

2
Przy tym minimalng wgrtoécig lewej strony Jest (a-b)z, co

oznacza, ze

1
2n+1

1
2n+1, 1) > 2n+2

(2.18) d(x,P a(x, P2n+2,2) dla kazdego
X € (-00,00).
Jezeli N, jest liozbg parzystg, to mozna napisaé N, = 2n,

N, = 2n + 1, gdzie n =1, 2, ... . Wéwczas ze wzoréw (2.8)

1 (2.4) otrzymujemy, ze

= d(x,P ) = 2x2 - 2(a+b)x + (al+b?
2n 2n,2 n(a-b)2
oraz
=l a(x P ) = 4(2n+1)x° —4(2n+1) (a+b)x+4n(a 2,12} +(a+b)?
2n+1 1T 2n+1,1

2n(2n+1)(a—b)2

Zaczgc prawe strony powyzszych réwnai znakiem wiekszodci

otrzymujemy nierdéwnosé

2x2—2(g+b)x+(a2+bg) 4(2n+1)x -4jgn+1)1a+b)xt4n(a2+b2)+(a+b)4
n(a—b)2 2n(2n+1)(a.—b)2

ktérea mozna przeksztazcié do postaci

Oznacza to, zZe

1 1 .
(2.19) 2n d(x’PZn 2) > 2n+1 a(x, P2n+1,1) dla kazdego

X € (- o, 00)



2 _ 8&° d 1
Ponlewasz 6j =32 ‘g T d(x,PN ,i) dx oraz
a J J
1 .
ﬁ; d(x’PNJ,i) > 0 dla kazdego x€( - ®m, ®), gdzle

i, =1, 2 , wigo w rozwazanym przypadku nileréwnod$é 4° wy-
nika natychmiast ze wzoréw (2.18) 1 (2.19) .

O.b.d.0,

Dla réznych liczb obserwacjl wykonywanych wedXug planu

eksperymentalnego P lub P w zaleznosSci od tego, czy
\

N,1 N,2
liczba obserwaoc ji Jes;'nieparzys;a ¢czy parzysta, podano w
przedostatniej kolumnie tabell 2.1 maksymalne wartoscl wa-—
riancjl estymatora funkcji regresjl (2.1) podzielone przez
wspéZzczynnik 62. W ostatnie]j kolumnie te]j tabelli zamieszczo-
no maksymalne warto$cl wariancJi estymatora funkcji regresji
(2.1) podzielone przez 62, gdy N obserwaoji wykonuje sig

w punktach x(j), x\z), cee x(N) otrzymanych z generatora

liczb pseudolosowych o rozkiadzie okreSlonym gestodcig

dla -1 €£x €1

(ST

0 poza tym
tzn. 0 rozkizadzie jednostajnym na odcinku [—1, 1] « Genero-
wanie punktéw o rozkiadzie g1(x) nazwiemy tutaj sposobem
losowym rozmieszczenia obserwacji. Dla ustalone]j liczby N
wartodci maksymalne an.l:af—(1,1] Var (ﬁyx)/ 82 podane w ostat-—
niej kolumnie tabelli 2.1 83 $redniml otrzymanymi w serii
30 eksperymentéw komputerowych (por. rozdzilaz vI).

Jezeli kryterium dobroci eksperymentu majgcego na celu
estymac j¢ funkcJi regresji EYx = 91 + 82x na odcinku
E%, 1] jest kryterium G - optymalnodci, to wyniki zamie-—

szczone w tabeli 2.1 pozwalajg ocenié korzyscl stosowania
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TABELA 2.1

Maksymalne wartosci wariancji

estymatora funkcji regresji EYX= e, + 6,x

1 2
0zé1nal Sposéb rozmieszczenia obserwacji
(= R e ——— - —— ———
%%gzgi wedZug planu PN,1 albo PN,Z losowy
wac ji |=——- - - —_———t———
Liczba obserwacji
: w punkeile max _ Var(EY )/ 62 na, var (EY )/62
a+b x €la,;b] Vi .:xel§1,1] Vhx
a o b
2 .
2 1 - 1 1 58.777
3 1 1 1 «833 25.269
4 2 - 2 «500 ' 3.803
5 2 1 2 450 1.679
6 3 - 3 <333 1.589
8 4 - 4 «250 <754
9 4 1 4 «236 «597
11 5 1 5 «191 «490
12 6 - 6 <167 477
13 6 1 6 .160 412
14 7 - 7 143 373
15 7 1 7 .138 <370
17 8 1 8 121 «316
18 9 - ) «111 279
19 9 1 9 «108 294
20 10 - 10 «100 «248
21 10 1 10 . 098 238
22 11 - 11 « 091 226
23 11 1 11 . 089 «205
24 12 - 12 . 083 198
25 12 1 12 . 082 «197
35 17 1 17 . 058 «133
40 20 - 20 .050 .119
45 22 1 22 « 045 . 098
50 25 - 25 « 040 . 095
60 30 - 30 .033 . 075
100 50 T 50 .020 . 044
200 100 - 100 .010 « 021
500 250 - 250 . 004 . 008
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w,1 1UP Py o

w poréwnaniu ze sposobem losowym rozmieszczenia obserwac ji.

G — optymalnych plandéw eksperymentalnych P

Np., gdy N = 4 , to wykonanie obserwacjli wediug planu P4’2
daje wynik okozo 7,6 razy dokiadniejszy, gdy N = 15 , to
wykonanie obsarwacji wediug planu 215,1 daje wynik okozo
2,7 razy dovkiadniejszy, gdy N = 500, to wykonanle obserwa-
¢ ji wediug planu P500,2 daje wynik 2 razy dokiadniejszy
w poréwnaniu ze sposobem losowym rozmieszczenia cztereoch, plet-
nastu lub pileciuset obserwacjl. Podobnie, jesli np. zgda sig,
zeby x 2?51,1]Var(ﬁxx)/ 6 2 < % , to dla speinienia tego wa-
runku potrzeba wykonaé albo 6 obserwacji wediug G - opty-
malnego planu

-1 -1

) 2
6 6

albo tez wykonaé $rednio 16 obserwacji w punktach rozmie-
szczonych losowo na odcinku I:-1, 1.]. Analogicznie, jesli
np. eksperymentator dysponuje Srodkami na wykonanie N = 30
obserwac ji zmiennych losowych Yx o wartosScl oczekiwane]j
EYx = 61 + ezx, to przy losowym sposoble rozmieszczenia 30
obserwac ji na odcinku [:-1, 1] osiggnie on dokladnoé$é esty-

mac j1 dang nastepujacg przyblizona réwnoscisg

A 2
v Y N 0,16 .
xglat:_c1,1] ar (EY )/ © )

Ta samg dokadnoéé mozna jednak osiggngé wykonujgc o wisle
mniej, bo tylko 43 obserwacjl wediug planu

-1 0 1
)

6 1 6

13 13 13
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co pozwala eksperymentatorowl zaoszczedzié znaczng czgsé
$rodkéw. JesSli potrzeba oszczedzania jest zbyteczna, to w mia-
re mozliwo$ci eksperymentator powinien wykonaé 30 obserwacji

wedzug G - optymalnego planu

-1 1
12 12
30 30

co daje 2,4 razy wickszg doktadnodé estymacji.
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Rozdziax III
REGRESJA LINIOWA NA KOSTCE DWUWYMIAROWEJ (KWADRACIE)

Kostkg dwuwymlarowsg nazywamy (por. okredlenie podane na
poczgtku rozdziazu IV) zbidr X ={? = (x1,x2), 1<% <1,
1i=1, 2 }. Liniowa funkcja regresji na tak okreslonym zbio-
rze X ma postaé

(3.1) EY, = Oo + e1x1 + eéxz .

Dla teJ funkcjl regresjl bedziemy rozwazall cztery nastegpu—

jace rodziny planéw eksperymentalnych na kwadracie:

I. Jezeli liczba obserwacji N = 4k, gdzie k = 1, 2,...,

to bierzemy pod uwage plan eksperymentalny P okreélo-
b

N,10
ny nastepujagco

(1: 1) (17 ‘1) (‘1, 1) (-1: _1)
(3.2) ’
k k -k k

4k 4k 4k 4k

ITI. Jezeli liczba obserwacji N = 4k + 1, gdzie k =1,
2, «ss 5 to rozwazamy plan eksperymenfalny PN 14 okredlo-
?
ny nastepujgco

(1; 1) (1: —1) (—1: 1) (—19 —1)

(3.3) .
k«ea B  __k @k _ @ _k__
4%+ 4k+1 4k+1 4k+1

III. Jezell N = 4k + 2, gdzle k =1, 2, «.. 4 to defi-

niujemy plan P w sposédb nastepujgcy

N,12



(1’ 1) (1’ "1) (‘1: 1) (-1’ -1)

(3'4’) °
k+1 k k k+1
4k+2 4%k+2 4k+2 4k+2

IV. Jezeli N = 4k+3, gdzie k =0, 1, 2, ... , to plan

PN,13 okreflamy nastepujaco

(1, 1) (1, -1) (-1, 1) (-1, =1)

(3'5) .
k+1 k+1 k kK+1
4k+3 4k+3 4k+3 4k+3

Plan eksperymentalny PN,10

%e na mocy twierdzenia 7 (rozdziat IV) jest to plan A -,

jest tu rozwazany dlatego,

D- 1 G - optymalny dla funkcji regresjli (3.1) przy li-
czbie obserwacjli N =4k (k =1, 2, «.« ) « Ograniczenie

sie¢ do planéw P ma te wkasno$é, ze po wyko—-

N,10 ~ Fn,13
naniu N obserwacjl wediug jednego z nich istnieje mozli-

wo$é wykonanla dodatkowych d obserwacji w takl sposéb, jak
gdyby %aczna liczba N + d obserwacji byza wykonana znéw

wedXug jednego z planéw eksperymentalnych P P

N,10 = “N,13 °
Podamy teraz niektére charakterystyki planéw eksperymen-—

talnych PN,1O - PN,13 .
I. Plan eksperymentalny PN,1O :
- -
1 0 0
e -
M(PN,10) = M (PN,10) =| 0 1 0
0 0 1
i -
(3.6) gi% Py ,10) = 3
(3.7) det M(PN,1O) = 1
_ 2 2
a(x, PN,10) =1+ X5 + X
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(3.8) max a(xy Py 4q) = 3
;A R
(3.9) 7 _15 _15 Var (EY,) dx, dx, =
2
6 1A 1 2 5
- 4 _1\( _1S E d(x’ PN,10) dx1 dxz = 6 1ok °
II. Plan eksperymentalny PN 113
b
_ ) _
1 4k+1 1
_ 1 1
UPy 41) = | 7% ! g
1 1 ;
| 4k+1 4k+1 ]
8k%+6k+1 ~(4k+1) ~(4%+1)
8k%+6k 2 (8k?+6k) 2 (8k%+6k)
wl e ) = | —=(4ke1) 8k2+6k+1 —(4k+1)
1,11 2 (8k2+6k) 8k2+6k 2 (8K%+6k)
~(4k+1) ~(4%+1) 8k?+6)c+1
| 2(8k?+6k) 2 (8k%+6k) 8?16k
ii 8k2+6k+1
(3.10) o't (e, ,,) = 3. Bagbll
I=1 ) 8k<+6k
8k—1
(3.11) det M(P ) =1 + ==
(8k2+6k+1 ) (x‘%+x§+1 ) = (4k+1) (x1+x1x2+x2)
? 8k2+6k
, 2k+2
«12 max 4d(x,P = 3 4
(3.12) max 4(xsPy 44 R
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1 1
1 A
(3.13) 7 5-15 Var (EY,) dx, dx, =
6 2 _5(2ks1)
=7 5 7 4By 44) ax, dx, = 6 it
-1 - 6 (4k“+3k)

ITII. Plan sksperymentalny P :
N,12

[~ 7
1 0 0
1
My, 401 0 ! 2+
1
0 Skt 1
[ 1 0 ) ]
u~ (e Yy =1| o (2k+1)2 —(2%k+1)
N,12 (2k+1)21 (2kc+1)2-1
0 —(2k+1) (2k+1)?
(23c+1)%-1 (2k+1)2-1
(3.14) mteE ) =1+ ié%ilf§
: =1 N,12 - 2k (k+1
1
(3.15) det M(P Y =4 - —3A
;12 (2k+1)°

(2k+1 )2\x +x¥, ) - 2(2k+1 )x1x2

366 Py 420 = 4k(k+1) + 1
_ 1
(3.16) max d(x,By 12) =3 +g
PR .
(3.17) 7 _1S _1S Var (EYX) dx, dx.2 =
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62 1o d 2 1 2+1 +1
=7 3.3 Tirz Q0B 1) dxy dx, = 67 - B O
IV. Plan eKsperymentalny PN,13:
71 1 -1 ]
4k+3 4k+3
_ 1 1
M(By,43) = | 753 1 k3
-1 1 4
| 4k+3 4k+3 |
[ (4%+3) (2k+1 —(4k+ 4k+3 i
224k+1§(k+1§ 4 (4k+1) (k+1 4(4k+1) (k+1)
Wt (e | )e| —={4ked) Xk+3) (2k+1 —(4k+3)
N,1377| 4 (4k+1) (k+1) 21 4k+1) (k+1 4 (4k+1) (k+1)
4k+3 —-(4k+ k+3) (2k+1
| 4(4k+1) (k+1) 4(4k+1) (k+1 2(4k+1) (k+1
, ii _ K+ 2Kk+1
(3.18) ié m By, 13) = 204k 1) (ot
12k+11
(3.19) det M(P ) =1 - ===
W1 (4k+3)>
(4k+3)(2k+1)(x§+x§+1) + (4k+3)(x2—x1x2—x1)
d(x’PN;13) - 2 (4k+1) (k+1)
- - -5
(3.20) max 40Py ,q5) =0 e

(3.21) % é' S"Var (EY ) dx, dx, =




2 14

- S 1 , _ &2 2k+1

=2 _15_15 ks G6Py 45) ax dxy = & TR Y e )
Dla planéw eksperymentalnych PN,10 - PN,13 zachodzi

ponizsze

TWIERDZENIE 6. Niech Ny i N2 oznaczajg dwie liczby

naturalne takie, ze N2 >-N1

funkc ji regresji (3.1) na kwadracie X = {x = (x1, xa) )

=2 3 . Jezell w celu estymacji

-1<sxy <1, i=1, 2}, wykonano N

planu eksperymentalnego P

1 obserwac ji1 wedzug

g » gdzie 1 =10+ N1(mod 4),
)

N
1
tzn. N1 obserwacji wykonano wedizug jednego z planéw
PN1’1° - PN1,13 , & ponadto jesll wykonano N2 obserwao ji

wedtug planu eksperymentalnego P , gdzle 1 = 10 +

N,,1

Nz(mod 4), tzn. N obserwac ji wykonano wediug Jednego 2z

2
planow PN2,10 - PN2,13 y to:

19 ( li(:)Var 61)1>(§Var 61)2,

gdzie (s Var él)j oznacza sume warilanc]l estymatoréw

91 i 62, gdy wykonano Nj (3 =1, 2) obserwacji;

~

20 Vol (60, 61, 62)1 > Vol (8., 8,, 8,), ,

gdzie Vol (60, e 62)3 oznacza obJetoéé elipsoidy koncen-

1’

tracjl rozktadu estymatordw 60, (3

19 62 y gdy wykonano N;j

(3 =1, 2) obserwacji;

o] 2 2
2
2 _ a _6
gdzie 63 = maxy Var (EYX) = ﬁ; £a%y d(x,gNj’i) oznacza

maksymalng wartodé wariancJi estymatora funkcjl regresji
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(3.1) na kwadracie X , gdy Nj obserwaoji wykonano we-

dtug planu P (1 =10, 11, 12, 135 J =1; 2);

N1
o 2 2
dzie &2 = 1 va (BY.) dx, dx, =
gdzle 63—2-15-1 ar Ex x, dx, =
g2 4 A 4 .
=T _15 _1S N—j- d(x,PNj,iQ dx1 dx2 oznacza warto$é Srednig
wariancji estymatora funkcji regresjl (3.1) na kwadracie
X, gdy Nj obserwacji wykonano wedtug planu Py il (1 =10,
J

11, 12, 133 3 =1, 2) .

Dowdd.
)

Udowodnimy najpierw nlerdéwnosé 1°.
7Za wzoru (1.5) wynika, Ze

1) m”<PNj,i>]-

2 > 11 22
( Var &), = — [m P ) + m“<(P
1%% 875 oy ( Nyl N,

0 zostanie udowodnio-

Wobec tego prawdziwo$é nieréwnodci 1
na, jeszeli dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej k po-
kazemy, 2Ze

2
S i 11 5] i: 11
(3.22) ac £t (Bie,10) > Zerd 257 (Ppreet,11) >

w22 Pz, 12) 7 ™ P, 1n) >

£ d
merd 2" Pk, 10

oraz, 28



2 2
8% i 11 6 i 11

. 11 é 11
Obliczajgo EE: m (P4k,10) ) m (P4k+4,10> i

. 11 én
Eigm (P4,10) ze wzoru (3.6), i=1m (P4k+1,11) z@ WzZoru

(3.10), }E:mii(P4k+2’12) ze wzoru (3.14), natomiast

i1 ii
Ei%m (P4k+3,13) i Ei;m (P3’13) ze wzoru (3.18), otrzy-
mujémny réwnowazng nieréwnodéi (3.22) nieréwnosé

2 2 2 2
. - . 2k+1 . _ 6k“+6k+1
(3.24) S % > 6 ')_EZk 4-k-+-3% = S TR (o)
2 2K +1 2
o ey > S T

oraz réwnowazng nierdéwnodci (3.23) nierdéwnosé

2¢? > 2 g%,
Ostatnla nieréwno$é jest oczywista, natomiast prawdziwosé
nileréwnodci poczwérnej (3.24) wynika zatwo po przeksztaz-
ceniu kazdej z czterech tworzgcych jg nieréwnoéci pojedyn-
czych do postaci typu g2 h(k) > 0, co koficzy dowéd nie-
40

réwnosci
Udowodnimy teraz nieréwnodé 2°.
Ze wzoru (1.6) wynika, ze nieréwnosé 2% jest réwnowaszna
nierdéwnodci

3
(3.25) N -det M(By ;) < N3 det MEy )

1

gdzie 1, 1 = 10, 11, 12, 13 + Prawdziwo$é nierdwnodci
(3.25) =zostanie udowodniona, jezeli dla dowolnie ustalo-

nej liczby naturalnej k pokazemy, 2ze
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(3.26) (4k)? det MRy 40) < (4k+1)? det M(Ryeq,49) <
(41+2)3 aot MR, 5 4o) < (41+3)° det M(Py,s 43) <
(41+4)” aot M(pp,,

oraz, ze

(3.27) 37-det M(Ry ;) < 47 detM(R, ,0) -

Obliczajae det M(Py 10)s det MRy, 4q) 1 det M(P, o)

ze wzoru (3.7), det M(P4k+1,11) ze wzoru (3.11),
det M(P4k+2,12) ze wzoru (3.15), natomiast det M(P4k+3,13)
i det M(P3,13) z@ wzoru (3.19), otrzymujemy réwnowazng

nleréwnodéli (3.26) nierdwnosé
64k° < 641° + 48k% + 20k < 64k° + 96k2 + 32k <
64k° + 144k + 96k + 16 < 64k + 192k> + 192k + 64

oraz réwnowazng nierdwnodcl (3.27) pleréwnodé
16 < 64 .

Prawdziwo$é obu otrzymanych nieréwnodci jest oczywista, co
kondzy dowéd nieréwnodeci (3.25), a tym samym dowéd nierdéw-

nodci 2°.

Z kolei udowodnimy nierdéwnodé 3°.

Prawdziwoéé nierdwnodci 3° zostanie udowodniona, je-
zeli dla dowolnle ustalonej liczby naturalnej k pokazemy,
ze

2 2

& g
(3.28) 2k T A0OPhc ) 7 Tt DEE G00Rgeg,qq) >
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& &
—— > ——
el S CIENNCIPPY 73 58k 9P kes,13) 7
2
S max d(x,P )
4k+4 xeX 77 4k+4,10
oraz, 2e
52 2
(3.2 — ma e (
(3.29) 3 mex d(X,P3,13) 7 Ma¥ d\x,P4,1o)

Obliczajgc ?gi d(x’P4k,10) ’ Q%¥ d(X’P4k+4,10) i

max d(x,P4’1o) ze wzoru (3.8), max d(x,P4k+1,11) 78 Wzo0-

ru (3.12), Eg% d(x,P4k+2,12) ze wzoru (3.16), natomiast
max d(x,P4k+3,13) i max d(x,P3’13) ze wzoru (3.20), o-

trzymujemy réwnowaszng nieréwnodci (3.28) nieréwnodé
2 2 2

(3. _2_ > k+2 > k+1 >

(3.30) 5 S k(a3 & ZE(2k+

2 2
L] iﬂ - .
S 4k+1 = 6 4 (k+1

oraz réwnowazng nierdéwnoSci (3.29) nierdwnosé

2 2

3
3 6 = 3 ©

Ostatnia nieréwnoéé jest oczywista, natomiast prawdziwo$é
nierdéwnoéci poczwérnaj (3.30) wynika Zatwo po przeksztal-
cenlu kazde] z czterech tworzacych jg nieréwnosci pojedyn-—

2. . ,
czych do postaci typu ©"h{k) > 0, co koficzy dowéd nierbw-
nodci 3° .
Na zakonczenie dowodu twierdzenia 6 udowodnimy nierdéwno$é 4%,

Prawdziwoéé nieréwnodci 4° zostanie udowodniona, je$li

dla dowolnie ustalone] liczby naturalnej k pokazemy, Ze



9
/ 1
\3,31) S S % d(x,P4k’10) dx, dx, >

'
S o Q0B qq) G5y dxp >

~1 —1
b4
> _15 akvz 300P 0 qp) xy dx, >
i
1 _
—15 7 Twr3 (FPyp5,45) dxg dxp >
11
§ = d(x,P ) dx, dx
P op ke TV gkeg,107 X1 02
oraz, ze
’ o4 1
11
y _{f 7 d(x,P4,1o) dx1 dx2 .

Wykorzystujgc w celu obliczenia cazek podwd jnych kolejno

wiory (3.9), (3.13), (3.17), (3.21) 1 (3.9) oraz {(3.21)
1 (3.9), otrzymujemy réwnowazng nieréwnoééi (3.31) nile-

réwnodé
2
5. 10(2k+1 10k"+10k +1
(3.33) 3 3k24k+3§ > 3k(k+1) (2k+1) =

10{(2k+1 >
3(4k+1) (k+1 3Zk+15

oraz réwnowaszng nierdwno$cl (3.32) nilerbwnosé

10 - 5
3~ 5

4

Ostatnia nieréwno$é jest oczywista, natomiast prawdziwosé

poczwérnej nieréwnoécl (3.33) wynika tatwo po przeksztai-
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ceniu kazdej z czterech tworzgcych jg nieréwnodcl pojedyn-—

czych do postaci typu Gzh(k) > 0, co koficzy dowéd nierdw-

nofci 4° .
c.b.d.o.
Zanotujmy, ze dla planu eksperymentalnego PN 122 okresé—
b

lonego nastegpujgco

(1, 1) (1, -1) (-1, 1) (=1, 1)

k1 k1 X —

4k+2 4k+2 4kc+2 4k+2
gdzie N =4k +2, k=1, 2, «c. , many
(3.34) S5 ntt(ey 0 - 1+ 5N
3.34 {o N,12a’ = 2k (k+1)

1
° d t = 1 -
(3.35) et M(By 49, Y
(3.36) Egg d(x’PN,12a) =3+
;A N
(3.37) 7 _{S_4$ var (EY,) dx, dx, =
2
() 1 1 1
= _15_1-( Tz 100By q0) 8%y 4Xp =

6‘2 5k® + 5k + 1
6le(k+1) (2k+1) °

Poréwnujgc prawe strony wzordw (3.14) - (3.17) odpo-
wiednio z prawymi stronami wzoréw (3.34) — (3.37) otrzy-

2 ntt(ay,pp) - ;ﬁ; m 2y 120)

1=1

mujemy, ze
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det M(PN,12) = det M(PN’12a)

nex 4xaBy,q2) = pax 40Py 4p,)

2 4 1
S 1
1 _15_1_{ 1D d-(x,PN’,]z) dx, dx, >
2
G 1 1 1
ry _15 _15 ks 6By 4p,) dxy dx, o

Oznacza to, Ze plany eksperymentalne PN,12 i PN,12& dla
N=4k+2 (k=1y)2, oo ) obserwacji sg réwnowazne z punk-
tu widzenia kryteriéw A - , D - 1 G — optymalno$ci, nato-
mlast z punktu widzenia kryterium I - optymalno$cl nieznacz-

1) .
nie lepszy jest plan PN,12'

Dodaé trzeba, ze na drodzeé analogicznych pordéwnah docho-
dzi sig¢ do wniosku, iz z punktu widzenia kryteriéw A -, D -,
G - oraz I - optymalnoécli planowi eksperymentalnemu PN 11

' b/

(por. wzér (3.3)) rdéwnowazne sg 3 nastegpujgce plany:

r

(1) 1) (1’ ‘1) ("‘1) 1) (-1’ _1)
!k k+1 k k ?
4k+1 4k+1 4k+1 4k+1

(, ,
(1, 1) (1, -1) (-1, 1) (=1, -1)
< y
k k k+1 k
4k+1 4k+1 4X+1 4K+1

.

1)Wartoéé $rednia wariancji estymatora funkcji regresji (3.1)
na kostce dwuwymiarowej, gdy N = 4k+2 obserwacji wykonano

analogicz-

(I

wediug planu P y Jjest wiekaza co najwyzej o
N,12a

nej warto$ci dla planu PN 12 *
b
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(1, 1) (1, =1) (=151) (=1, -1)
k k k k+1
4k+1 4k+1 4k+1 4k+1

planowi eksperymentalnemu Py 12 (por. wzbr (3.4)) réw-
H

nowazny jest plan okresSlony nastepujgco:

(1: 1) (1: "1) (—1s 1) (—17 _1)
k k+1 k+1 k 3
4k+2 4k+2 4k+2 4k+2

planowi eksperymentalnemu P réwnowazne sg 3 nastepu-
N,12a

Jace plany:

(13 1) (1: -1) (“1’ 1) ("1; “”L

K+ k k+1 k
4k+2 4k+2 4k+2 4k+2

J

Iu, 1) (1, 1) (=1, 1) (=1, =1))

X k+1 k ket ()
4k+2 4k+2 4k+2 4k+2 ]
\
ro, .
(1, ’]‘) (1, ‘1) (‘1) 1) (‘11 "1)
k k k+1 k+1 ?
4k+2 4k+2 4k+2 4k+2
L

planowi eksperymentalnemu Py 13 (por. wzbr (3.5)) réw-
b)

nowazne sg 3 nastgpujgce plany:

(1: 1) (1’ "1) ("17 1) ("1) —1)
k k+1 k+1 k+1 ’
4k+3 4k+3 4k+3 4k+3

(1’ 1) (1, ‘1) ("11 1) (‘1’ -1)
k+1 k k-+1 k+1 ’

4k+3 4k+3 4k+3 4k+3
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(1, 1) (1, "'1) (—1’ 1) (‘1, "‘1)
< k1 _k+1 X [
4k+3 4k+3 4k+3 4k+3

Plan eksperymentalny PN,12a oraz plany eksperymentalne
réwnowazne z punktu widzenia kryteriéw A -, D -, G - oraz

I - optymalno$ci odpowiednio planom P P P

N,10’ *N,11 ’ *N,12 ?

P 1 PN 13 zostatly tu przedstawlone oczywiécie dlate-
’

N,12a
go: ze po wykonaniu N obserwacjli wediug jednego z tych pla-
néw istnieje mozliwos6é wykonanla dodatkowych d obserwacji
w takl sposéb, jak gdyby 2gczna liczba N+d obserwacji by-
Ya wykonana wedtug jednego z planéw eksperymentalnych przed-
stawlionych dotychczas w rozdziale III.

Plany eksperymentalne P P

w,117 En,12 7 By,12a T Fy,q
bedziemy teraz poréwnywaé z odpowlednimi elementami pewnej
rodziny symetrycznych planéw eksperymentalnych dla wykonania
N=4k+1 (k=1,2y) eeo 3 1 =1, 2, 3) obserwacji na kost-

ce dwuwymlarowej. Elementy PN ol tej rodziny definiujemy
b

nastepujgco:
(13 1) (1s "1) (‘1) 1) ("‘19 ‘1) (0) 0)
k k k k i
4k+1i 4k+1 4k+1i 4k+1 4k+1i

Rodzina PN,Oi dzieli sie¢ na 3 podrodziny PN,01 ’
PN,OZ ’ PN,OB plandéw eksperymentalnych. Plany PN,01 po-
zwalajg wykonaé N =4k +1 (k =1, 2, ... ) obserwacji,
plany PN,OE umozliwiajg wykonanie N = 4k + 2 obserwacjl,
za$ plany PN,OB umozliwlia jg wykonanie N = 4k + 3 obserwa-

cji na kostce dwuwymiaroweJe.



- 63 -

Oto niektére charakterystykl plandw

P

N,oL °
[ 1 0 7
= 4K
M(PN,Oi) 0 T T
4k _
0 0 4k+1 _
- -
1 0
1 _ 4k+1
M (PN,Oi) =l 0 Y~
4k+1
0 0 2K
i3 - 4kid
(3.38) ‘;m By,a) =1 + 5%
(3.39) det M(P ) = 16k
N,0L (4k+1)%
4k+1 2 2
a(x; Py o) 7k (X7 + X5) + 1
i
(3.40) max d(x, Py y) =3 + o
;A .
(3.41) 7 _15 _15 var (Br,) dx, ax, =
2
_ 8 1 4 1
Y _15 _15‘ Tt APy o) dxy dx, =
. &% [ 1 1
=% (3] )
Zauwazmy, ze dla wykonanlia N =4k + 3 (k =1, 2, ... )

obserwac ji w pleciu punktach

(-‘1’ —1)7 (0, 0)

(17 1), (1’ -1)y (—1’ 1) ’

kostkl dwuwymiarowej mozZna, oprécz pla-
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nu PN,OJ , skonstruowaé jeszcze inne plany symetryczne

wzgledem poczgtku ukiadu wspéirzednych, np. plan ekspery-

mentalny PN,OBa

okreslony nastepujgco

(13 1) (1: “1) ("1, 1) ('13 "‘1) (0) 0)
k+1 k k k+1 1
4k+3 4k+3 4k+3 4k+3 4k+3
Dla planu PN,OBa mamy :
[ 1 0 o |
y _ 4K+2 2
M\PN,OJa.) - 0 4k+3 4k+3
0 2 4k+2
| 4k+3 4k+3 |
[ 1 0 0 j
-1 - k+3) (2k+1 _ _4k+
M (B, g3a) = | © 8k (k+1 '8'1“;'}'}:?7
Yo+ X+ 2k+1)
| © = Bk (k1) 8k\ik+15 |
i1, _ (4k+3) (2k+1
16k (k+1
(3.43) Qe M(By gn,) = AoklEel)
N,OBa (4k+3)2
k+3) (2k+1) (.2, 2 Ak+
A(xsPy gza) =Vt Bk (ke x4+ ¥3) ~ Fi(kr1) F1¥2
. _ 4x+3
(3.44) max d(X’PN,OJa) =1+ S5
1 1 1
(3.45) ) _é-;§ Var (ﬁYx) dx, dx, =
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62

11
1 2 D 2
= — — = 6 +22K+
T S S T A0k gn0) 0xy X, G

Poréwnujgc wzory (3.38) — (3.41) , w ktérych 1 = 3,
odpowiednio ze wzorami (3.42) - (3.45) otrzymujemy, ze

11 11
=3 (By, 03] = (By, 032!

det M(PN < det M(P

,03) N,OBa)

max (X By, o) = ;o A0 By o3,)

2 4 1
S = d ax, dx, >
4 _15 _15 Tk 0Py g3)d%y 4%,
2
&% 1 1
S 1
n _13 _1_( Tie3 A06By gyg)dx, dx, .

Powyzsze réwnania i nierdéwnoé$ci oznaczajg, ze w sensie kry-
teriéw A -, D - oraz I - optymalnoéci plan eksperymen-—

talny P jest lepszy od planu eksperymentalnego

N,03a

P s natomiast w sensie kryterium G - optymalnosci

N,03

plany PN,OJ i PN,OBa sg réwnowazne.

Dodaé trzeba, ze plan eksperymentalny P okres-

N, 03b
lony nastepujaco

(1’ 1) (1’ —1) (‘1’ 1) ("1’ "1) (0: 0)

X <l et . 2 [
4k+3 4k+3 4k+3 4k+3 4k+3

jest w sensie kryteriéw A -, D -, G -~ oraz I - optymal-

noScli réwnowazny planowl ekspeiymentalnemu P .
N,03a
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Poréwnywanie planéw eksperymentalnych PN 11 2

PN,12 7 Py,12a 0 Py,qp 2 Planaml By ooy Py ooy

Py 03 / By Qa 2@ wzgledu na A - optymalno$é.

Dla kazdej ustalonej liczby naturalnej k poréwnanie

odpowledniego planu PN,11

planem PN,O1 dla te] samej llczby obserwacji polega na

dla N = 4k + 1 obserwacji z

poréwnaniu wzoru (3.10) ze wzorem (3.38) , gdzie i = 1.

Podobnle poréwnanis planu PP dla N = 4k + 2 obser-

‘,12
wacji z planem PN,OZ dla tejze liczby obserwacji sprowa-
dza sig¢ do pordéwnania wzoru (3.14) =ze wzorem (3.38) ,

gdzie 1 = 2. Wreszcle plan dla N =4k + 3 ob-

Fy,13
serwac ji pordéwnuje sig z planem PN 0 przez pordwnanie
»0a
wzoru (3.18) ze wzorem (3.42). Latwo dochodzi sig wte-—
dy do wnlosku, ze dla kazdej ustalonej liczby k (k=1,2,¢..)
ze wzgledu na mihimalizacjg¢ sumy (lub éredniej) warianc ji
A

astymatordéw 60, 91,

(3.1) plan eksperymentalny P

62 wspbiczynnikéw funkcji regresji

N1 jest lepszy pd planu:
I

sg lepsze od planu P

Py,o1 2 P10y By 4o 1 Pyogp, N, 02’

plan PN,13 jest lepszy od planu PN,OBa oraz tym bar-
dzie]J od planu PN,OJ .

Poréwnywanie planéw eksperymentalnych Py 419
PNlig,/ Py .12a ’ Py,q3 2 Planaml Py o 5 Py o)

Py 03 / PN,O o 2@ wzgledu na D - optymalnoéé.

Dla kazdej ustalonej liczby naturalnej k pordwnanie
odpowiedniego planu PN 11 dla N = 4k + 1 obserwacji
)

z planem P dla tej samej liczby obserwacji polega

N, O1
na zbadaniu relaoji pomiedzy wzorem (3.11)) a wzorem
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(3.39) , w ktérym 1 = 1. Podobnise poréwnanie planu Py.12
H

dla N = 4k + 2 obserwacji z planem P dla tejze

N, 02
liczby obserwacji sprowadza sig¢ do zbadania relacji zacho-

dzgcej migdzy wzoraml (3.15) 1 (3.39), w ktérym 1 = 2.

Wreszcie plan PN 13 dla N = 4k + 3 obserwacji poréwnu-
b

je sle z planem PN 03a przez zbadanie relacjl miegdzy wzo-
?

ramli (3.19) 1 (3.43). Zbadanie tych relacjl prowadzi at-

wo do stwierdzenia, 2e dla kazde]j ustalonej liczby k

(k =1, 2, «c. ) ze wzgledu na minimalizacje objetosci

elipsoidy koncentracjl rozkiadu estymatordw 60, 61, §2
Plan eksperymentalny PN,11 jest lepszy od planu PN,01’

plany PN,12 i PN,12a sg lepsze od planu PN,OZ’ plan

P Jest lepszy od planu P oraz tym bardziej od

N,13
planu P

N, 03a
N,03 °

Poréwnywanle planéw eksperymentalnych PN.11’

Py,12 / Py,12a » Py,43 2 Plapaml Py o) 5 Py o

RN 03 / PNlea ze wzgledu na G - optymalno$é.

Dla kazdej ustalonej liczby naturalnej Xk poréwnanie
odpowledniego planu PN,11 dla N = 4k + 1 obserwacji

z planem P dla tej same] liczby obserwacji polega

N,O1
na por6éwnaniu wzoru (3.12) ze wzorem (3.40) , gdzie
i = 1. Podobnie pordéwnanie planu PN,12 dla N = 4k + 2
obserwacjl z planem PN 02 dla teJjze liczby obserwaoji

b
sprowadza sie do por6wnanla wzoru (3.16) ze wzorem
(3.40), gdzie 1 = 2. Wreszcie plan PN,13 dla N = 4k+3

obserwac jl pordéwnuje sie z planem PN,OB przez pordéwna-—

nie wzoru (3.20) ze wzorem (3.40), w ktérym 1 = 3. La-
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two dochodzi sig wtedy do wniosku, %e ze wzgledu na mini-
malizac je¢ maksymalne] wariancji estymatora funkcji regre-—
sji plan PN,01 jest lepszy od planu PN,11’ plan PN,OQ
Jest tak samo dobry jak plany PN,12 i PN,12a y blany
PN,03 i PN,OBa 8g gorsze od planu PN,13 przy kazde]

ustalonej liczbie k € k =1, 2, cee )o

Por6wnywanle planéw eksperymentalnych PN 11

PN;AZ / PN112a ’ PN113 z planami eksperymentalnymi

Py 01’ Pnggf’ PN;QQ,/ Py.oja Z°© wzgledu na I -

optymalnosé.

Dla kazdej ustalonej liczby naturalmej k poréwnanie

odpowledniego planu P dla N = 4k + 1 obserwacji

N,11

2z planem PN, dla te] samej liczby obserwacjli polega

01
na zbadaniu relacji pomigdzy wzorem (3.13), a wzorem

(3.41), w ktérym 1 = 1 . Podobnie poréwnanie planu

P dla N = 4k + 2 obserwacji z planem P dla

N,12a N,02
tejze liczby obserwacji sprowadza si¢ do zbadania relacjl

zachodzgcej miedzy wzorami (3.37) i (3.41), w ktérym

1 = 2. Wreszcie plan P dla N = 4k + 3 obserwacji

N,13

poréwnuje si¢ z planem P przez zbadanie relacji

N, Q3a
migdzy wzorami (3.21) i1 (3.45) . Zbadanie tych rela-
cjl prowadzi tatwo do stwierdzenia, Ze dla kazdej ustalo-—
nej liczby k (k = 1, 2, +.. ) ze wzgledu na minimalizac je
$redniej wartoéci warianojl estymatora funkcji regresji
plan eksperymentalny PN,11 jest lepszy od planu PN,01 ’
jest lepszy od planu

plan P 2y @ nawet plan P

N,12a
jest lepszy od planu PN,OBa oraz

N,1

PN,OZ s Plan PN,13

tym bardziej od planu PN,OJ .
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PorSwnywanie planéw eksperymentalnych P P

N,10 ~ “N,13

ze sposobem losowym rozmieszczenia obserwacil w kwadra-—

cile o

W przedostatniej kolumnle tabeli 3.1 zamieszczono,
podzielone przez 52, maksymalne warto$ci wariancjl esty-
matora funkcji regresji (3.1) obliczone na kwadracie
X ={x = (x1,x2) y 1<x, <1, 1=1, 2:}, gdy obserwa—
cje wykonuje sle wediug jednego z plandéw eksperymentalnych
P

, P w zalezno$ci od tego, czy

N,10 * Byy11 0 Byy1z2 0 P4
liczba obserwacji N podzielona przez 4 daje odpowiednlo
reszte 0, 1, 2 1lub 3 . W ostatnie] kolumnie te] tabell
podano maksymalne wartosSci wariancji estymatora funkecji
régresji (3.1) podzielone przez 62, gdy N obserwa-
¢ji wykonuje sig¢ w punktach (x§1), x§1)) , (X§2)’ xéz)),
coe (ng), xéN)) otrzymanych z generatora liczb pseudo-
losowych o0 Trozktadzie okre$lonym gestoscig

dla -1 < Xy

1
i
52 (X1 ,X2)= 0

poza tym

tzn. o rozkiadzlie jednostajnym na kwadracie X . Dla usta-

lonej liczby N wartoé$ci maksymalne gg§ Var (ﬁYx)/ 632

podane w ostatniej kolumnie sg Sredniml otrzymanymi w se-

rii 30 eksperymentdéw komputerowych (por. rozdzlaz vI).
Jezelil zastosujemy kryterium G - optymalno$ci jako

kryterium dobroci eksperymentu majgcego na celu estymacjg

funkcji regresji EYx = 90 + Q1x1 + szz na_ kwadracie

X = {(x1, xz) : 1 <x <1, 1=1,2 }, to wyniki za-

mieszczone w tabell 3.1 pozwalajg — analogicznie Jjak



_70_

TABELA

3.1

Maksymalne warto$cl wariancji estymatora funkcji regresji

EYx=9°+61x1+

8,x,

na kwadracle X ='{-1

<

=

X, <1,

1

-1 <

X, <1 }

Sposéb rozmieszczenia obserwacji

0g6lna p
liczba wedtug planéw P - P losowy
wacJi yiczba obserwacji w punkcie xm%gx m%gx
N (151) (1,=1) (=1,-1) ( 1,1) Var (EYx)/Sz Var (EYX)/G'Z
3 1 1 1 - 3 1256.494
4 1 1 1 1 «750 20.396
5 2 1 1 1 «714 6.987
6 2 1 2 1 «667 4.920
7 2 2 2 1 .600 3.106
8 2 2 2 2 375 2.312
9 3 2 2 2 364 2.321
10 3 2 3 2 <350 1.475
11 3 3 ) 2 «333 1.215
12 3 3 3 3 <250 1.222
13 4 3 3 3 244 1.002
14 4 ) 4 3 .238 «855
15 4 4 4 3 231 705
16 4 4 4 4 .188 «758.
17 5 4 4 4 .184 .688
18 5 4 5 4 181 .645
19 5 5 5 4 «176 «565
20 5 5 5 5 150 «515
21 6 5 5 5 «148 «522
22 6 5 6 5 «145 «458
23 6 6 6 5 143 «479
24 6 6 6 6 125 429
25 7 6 6 6 123 «385
30 8 7 8 7 105 «326
35 9 S S 8 « 091 .265
40 10 10 10 10 . 075 223
45 12 11 11 11 . 068 «193
50 13 12 13 12 . 062 182
60 15 15 15 15 .050 <147
70 18 17 18 17 « 044 «124
80 20 20 20 20 .038 - 104
90 23 22 23 22 . 034 . 094
100 25 25 25 25 .030 . 082
200 50 50 50 50 . 015 . 039
200 125 125 125 125 . 006 .015
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wyniki zamleszczone w tabeli 2.1, rozdz. II - ocenié ko-

rzyéci stosowania G — optymalnego .planu eksperymentalnego

PN,10 oraz plandéw PN,11 ’ PN,12 i PN,13 w poréwnaniu

ze sposobem losowym wykonywania obserwacjl w punktach otrzy-

manych z rozkiadu gz(x1, xz) .
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Rozdziaz IV
REGRESJA LINIOWA NA KOSTCE m - WYIMIARQWEJ

Przez kostke m-wymiarowg bedziemy w dalszym ciggu ro-
zumieli zbidr X = {x = (x4, xé, e xm) y 1 €% €1,
1 =1, 2y eee n1}. Na tak okre$lonym zbiorze X Dbedzie-
my zajmowali sig konstrukc jg optymalnych plandéw eksperymen-—

talnych dla estymacji liniowej funkcji regresji

EYx = Qo + 91}{1 4+ see + Omxm .

Zacytujemy najpierw

TWIERDZENIE 7 . Nieoh X = X, = X,={x = (xy5e.0, x), %y

-1 <X < 1, 1 =1, 2y eee , M }, k=m+1, f1(x) =1,
fz(x) = Xyy eee fk(x) = X . Rozwasmy plan eksperymental-

m

ny PN,4 € qu: gdzie N = n-2" , okre$lony nastgpujaco

(1,1’000’1) (—1,1,000,1) (1,"‘1’---,1) e e

2@ oM oM

(1,-0.,1,—1) (‘-1,-1’0",1) (_1’1’—1’."’1) oo

2—m 2-—m 2—[11
(1,..-,1,_1’—1) L ) (—1,_1,.-.,—1)
2™ 2™
=M

dokzad-

=S

tzn. skoncentrowany z jednakowyml mlarami 2 =

nie we wszystkich wierzchoikach zbloru X. Plan PN 4 jest
b
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planem A -, D — oraz G - optymalnym dla kazdej liczby
m

N = ne-2 obserwac ji.

Dowéd: Dla planu PN,4 macierz M(PN,4) jest macierzg
jed . ( = =1 =
jednostkowg stopnia m + 1 . Wobec tego M\PN’4) M (PN,4)
I, skad

]
a(x,P )=[1x x]M_1’P )x1=1+ix2
| *m_
Zatem

- 2y _ _
Dax d(x,PN’4) -}gn%)&(‘l + ;xi) =m+1 =k ,

co zgodnie z twierdzeniem 2 oznacza, Ze plan PN 4
b

D- 1 G - optymalny. Ponadto, poniewaz M-1(PN 4) =1I,
b

jest

speinione jest réwnanie M-1(PN’4) = [M—1(PN’4X]2. Stad
i1 z twierdzenia 3 wynika, ze plan PN,4 jest réwnlez pla-
nem A - optymalnym.

c.b.d.o0.

Podamy teraz kilka uwag dotyczgcych interpretacjl planu
eksperymentalnego PN,4 z twierdzenia 7 w terminach do-
$wiadczenia czynnikowego. WyobraZmy soble, Ze nalezy wyko-—
naé peine do$wiadczenie czynnikowe typu 2™ 1 e dla kaz-
dego z m czynnikéw tzw. poziom dolny = - 1, za$ poziom
gérny = + 1 . Oznacza to, ze nalezy wykonaé po jednej ob-
serwacji dla kazde] z ol mozliwych kombinacji pozioméw
czynnikéw uwzglednianych w dodwiadczeniu, ktére to kombina-
cje wyrazajg sig przez ciggl m-elementowe o elementach rdéw-
nych + 1 1lub -1 . Oczywisdcie zbidr tych ciggéw mozna trak-

towaé jako zbidr wspéirzednych wierzchoikéw kostki m-wymia-
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rowej. Mozemy powiedzieé, ze zbidr zm—elementowy wierz-—
chozkéw kostkil wyznacza peine doSwiadczenie czynnikowe ty-
pu 2™ | rak wiec peine doé$wladczenle czynnikowe pokrywa

sle z planem eksperymentalnym P

N,4 z twierdzenlia 7 dla
m

N =2 obserwacji.

Niech F oznacza maclerz o N = 2m wierszach oraz

m,Q
m + 1 kolumnach takg, Ze wszystkle elementy pierwsze] kolu-
mny sg réwne + 1 , zas pozostate elementy kolejnego wlersza
— oprécz okreslonych juz elementéw pierwszej kolumny - dane
sg przez wspéirzedne koleJnego wierzchoika kostki m-wymia—
rowej. Je$li przez X,y Oznaczymy element znajdulgcy sie w
wierszu u (u =1, «e. , N) oraz kolumnie i + 1 (i=1,...,
m) macierzy Fm,o y to x,, Jest i-tg wspbtrzedng wierz-
chozka kostki, ktéremu przyporzgdkowano numer u. Macierz

F nazywamy maclerzg planowania peinego do$wiadczenia

m,0
czynnikowego. Zatwo widaé, ze macierz M(P

= oM FT

Ny4)

m, 0 Fm,o =1 . W tabelach 4.1 i 4.2 przedstawlia-

my przyktadowo maclerze planowania dla doswladczenia czynni-
2 23

kowego 2 oraz , Przy czym w macierzach tych zastgpiono

liczby + 1 1 -1 odpowiednio znakami + 1 ~- .

o N = 2" wier-

Macierz F generuje maclerz V
m, 0

m,Q
szach oraz 20 - {m+1) = (g) + (g) + eee + (z) kolumnach

w sposéb nastepujgcy: Elementami kazdego ustalonego wiersza
u (u=1, «oo 5, N) macieray Fm,o 5§ 1) X, 45 Xypy soe 3

. . . m .

Xyp ¢ Otrzymuje sig stagd najpierw (2) kolumn macierzy Vm,0
tak, Ze element wiersza u (u =1, ... , N) wybranej kolum-
ny jest réwny iloczynowi xuixuj 1<3J, 1 =100y m=1 3
j =2, «eo , m), gdzie para 1,j Jest ustalona przez wybdr

kolumny w sposéb wzajemnie jednoznaczny. Nastepnie otrzymu-
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Tabela 4.1 Tabela 4.2
Maclierz planowania petnego Maclerz planowania peZnego
doéwiadczenia czynnikowego doswiadczenla czynnikowego

typu 22 typu 23
1 X4 Xy 1 X, X, xj
+ - - + - - -
+ + - + + - -
+ - + + - + -
+ + + + + + -
+ - - +
+ + - +
+ - + +
+ + + +

Jje sie (?) dalszych kolumn macierzy Vm 0’ gdzie element
H

wlersza u (u =1, ... , N) ustalonej (przez wybér 1,j,k)

kolumny spo$réd tych (g) kolumn jest réwny iloczynowi

X 01 %u ¥ uk l<i<k,1=1, ce. ,m2 3 3 =2, ¢oo , m=1 ;

k=3, ... , m) . Dalej otrzymuje sie analogicznie (2), (?)
itd. kolejnych kolumn macierzy Vm 0° Elementy ostatnilej ko-
H

sg réwne 1loczynowi x cee X o

0 u1xu2 um

Niech F oznacza maclerz kwadratowg o N = 2™ wierszach

lumny maclerzy Vm
’

1 kolumnach powstatg przez doigczenie macierzy Vo do ma-

0
)
clerzy Fm,O (Tabela 4.3 przedstawia macierz F3 ). Zacho-

dzl nastepujgcy

LEMAT 1. Kolumny macierzy Fm sg ortogonalns.

Dowéd: Wystarczy pokazad, zZe
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TABELA 4.3

Macierz F3

1 X4 X, x3 X %, x,lx3 x2x3 x1x2x3

+ - - - + + + -

+ + - - - - + +

+ - + - - + - +

+ + + - + - - -

+ - - + + - - +

+ + - + - + - -

+ - + + - - + -

+ + + + + + + +
BN ~ - ——7777C : ~v— =

macierz FB,O macierz v3,0

{(4.1) 1% Xui,lxuiz Xuik =0 dla 1<i, <i,<...<i<m

Wynika to z tego, Zze iloczyn skalarny dowolnych dwu kolumn ma-
clerzy Fm jest postaci

P1 P2 Pk
X.. XS , gdzie p. (J =1, ¢c. , k)
=1 ui1 u12 coe xuik J

jest réwne 1 lub 2. W przypadku py = 2 mamy Xii =1,
skad redukcja do {(4.1) . Ponumerujmy tak wierzchoki kostki

m-wymiarowej, zeby dla u =1, ... , N/2 byZo xuik =1,
za§ dla u = N/2+1, ... , N Dbyto x , = -1 . Stad zamiast
k

réwnania (4.1) otrzymujemy réwnowazne réwnanie

) /2 N |
4.2 X . X eee X . = > X..X cee X
( e e Ul g w7z 14U Ul s
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Warto$§é dowolnego skiadnika xui1xui2 .o xuik_ kazde j

z dwu sum w réwnaniu (4.2) Jest wyznaczona przez wspli-

rzgdne (X 4 5 eee X, ). Poniewaz ustalone wspirzed-

0 1 o k=1 m-k
ne (xui y eee 3 Xy ) posiada 2 skXadnikéw o inde-
1 ~1
ksie u <€ N/2 oraz 2K syyadnikéw 0o indeksie u=iu/2+1,

wico réwnanie (4.2), a tym samym réwnanie (4.1), jest spei—
nione. cbde
Z dowodu tego lematu wynikajg natychmiast ponizsze wnio-

ski.
WNIOSEK 1. Zachodzi réwnanie Z_mFﬁFm =1I.

WNIOSEK 2. Macierz Sm powstaza przez opuszozenie dowol-
nej liczby kolumn macierzy Fm zachowuje ortogonalno$é ko-

-m T

lumn 1 dla macierzy tej 2 S Sm =1I.

WNIOSEK 3. Maclerz, powstaza przez dozgczenie do macie-
rzy F, dowolnej liczby wierszy o elementach 1, O, O, ...,
0, =zachowuje ortogonalno$é kolumn.

Oprécz peinego doswiadczenia czynnikowego mozZna tez roz-—
wazaé tzw. utamkowe doswiadczenle czynnikowe typu om=P |
Jest to doswiadczenie, w ktérym uwzglednia sie¢ m czynnikdw
na dwu poziomach kazdy, ale ogélna liczba obserwacji N =2M~P,

Sformuiujemy algorytm na wyznaczanie macierzy planowania'Fm

s D
utamkowego doéwiadczenia czynnikowego typu 2™P 2 macie-
rzy Fm_P .

ALGORYTM. Macierz planowania Fm,p utamkowego doswiad-
czenia czynnikowego typu 2™7P, gdzie 2P > np, mozna
otrzymaé z macierzy kwadratowe]j F o N = 2™P wierszach

m=p
1 kolumnach w sposéb nastepujgcy: Pierwszeg kolumng macierzy
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Fm,p Jest plerwsza kolumna macierzy Fm—p

tych m kolumn maclerzy Fm D otrzymuje si¢ tak, ze ustalona
)

jest réwna z dokiadnoécig do znaku

. Kazdg 2z pozosta-

kolumna macierzy F

m,D
Jednej z tych kolumn macierzy Fm—p’ ktére nie zostaly jesz-
cze przyporzgdkowane innym kolumnom maclerzy Fm p* Dla utwo-
)

rzenia macierzy Fm D nie wykorzystuje sie zatem 2™ P—(m+1)
b

kolumn macierzy F . Elementy wiersza u (u=1,..., Zm-P)

m=p

maclerzy F sg postaci 1, Xuq? Xyuo 2 =cc 9 Xym o gdzie

m,Pp
Xuj.:i"‘ (i=1, e e o ’m)o
Ciag (xu1, Xyps =oe xum) mozna interpretowaé jako

wsp6irzedne pewnego wierzchoika kostkl m-wymiarowej.

Przykiady.

1. Potraktujmy macierz F3 przedstawliong w tabelli 4.3 Jja—

ko macierz F . Zgodnie z podanym algorytmem mozZemy

4-1
z tej maclerzy otrzymaé macierz P

4,1 utamkowego dodwiad-
b

czenla czynnikowego typu (m = 4 czynniki, N = 24-1=
8 obserwacji) na 24(1) = 1635 = 560 rdznych sposobdwe
Tabele 4.4 i 4.5 przedstawiajg dwie sposréd tak otrzy-

manych macierzy F4 1
)

2. Potraktujmy macierz F z tabell 4.3 jako maclerz

3

Fg_p - Macierz F do$wiadczenia typu (m =5

5,2
czynnikéw, N = 2772 = g obserwacji) mozna otrzymaé z ma-
cierzy F3 - wedXug algorytmu - na jeéden 2 25(;) = 672
mozliwych sposobéw. Tabele 4.6 1 4.7 przedstawlajg

dwie spoérbd tak otrzymanych macierzy F5’2 .

3. Potraktujmy maclerz FJ z tabell 4.3 Jako macierz

F, - » Nie Jest wtedy speinlomny wymienlony w algorytmile
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Tabela 4.4 Tabela 4.5
Macierz F4 1 otrzymana z ma- Macierz F4 1 otrzymana z maclie-
) b
cierzy F4_1 przez przyporzad- rzy F4_1=‘F3 przez przyporzgd-
kowanile X =Xy X=Xy, x3=x3, kowanie X 47X,y Xp=X,, x3=x3,
x4= - X%, x4= X1X2X3
! %1 - N ! *4 X X4 X,
+ - - - - + - - - -
+ + - - + + + - - +
+ - + - + + - + - +
+ + + - - + + + - -
+ - - + - + - - + +
+ + - + + + + - + -
+ - + + + + - + + -
+ + + + - + + + + +
Tabela 4.6 Tabela 4.7

Macierz F5 > otrzymana z ma-
)
clerzy F5;2= F3 przez przy-

porzadkowanie X =X 93X 5=X5)

Macierz F otrzymana z macle-

5,2
rzy F5_2= F3 przez przyporzad-

kowanie<x1=x1, Xp=Xp3 X37Xq

X5=X 4, x4=¥x1x2, X5 =X ¥ X4 Xy= X,Xq 5 Xg= x1x3

1 X, x2 x3 x4 x5 1 X, X, x3 x4 x5
+ - - - - - + - - - + +
+ + - - + + + + - - + -
+ - + - + + + - + - - +
+ + + - - - + + + - - -
+ - - + - + + - - + - -
+ + - + + - + + - + - +
+ - + + + - + - + + + -
+ + + + - + + + + + + +

warunek 2"°P > m. Tym samym nie dziata algorytmiczna reguia

konstrukcji macierzy F, , na podstawle macierzy F,.



- 80 -

LEMAT 2. Okres$lona wyzej macierz F_ o utamkowego do-
b

éwiadczenia czynnikowego 2™ P (2™ P > m) ma kolumny

ortogonalne.

Dowéd: W klasie macierzy S powstaiych przez opu-

m=p
szczenie dowolnej liczby kolumn macierzy Fm—p istnieje

macierz S;_P o liczble kolumn réwnej liczbie kolumn ma-
*®

m,p m=-p
istnieje réwna jej z doktadno$cig do znaku kolumna macierzy

cierzy F i taka, ze dla kazdej kolumny macierzy S

Fm D Zmiana znaku kolumny moze zmienié wartoéé iloczynu
bJ

skalarnego dwu kolumn na warto$é przeciwng, natomiast nie

zmienia modulu tej wartoSci. Zgodnie z wnioskiem 2 maciersz.

Sﬁ_P ma kolumny ortogonalne. Tg¢ samg wiasnofé ma zatem réiw-
iez macier .
niez macierz Fm,p
Cebed.o.
Natychmiast mamy
. dzi réwnanie 2P P¥ = I.
WNIQSEK 4. Zachodzl rownanle Pm,p Pm,p
Wprowadzimy teraz wygodng dla naszych celdéw definicjg:
DEFINICJA. Nieregularnym doéwiadczeniem czynnikowym typu
m_P m_P e o0 ,m"'p m—P .
o VT2 K gdzie 2 T>m (L=, ees , K)
nazywamy dowolne doéwiadczenie o maclerszy planowania
Fm,Paln1
’ F
Fm:\P1,P2;°°"Pk) = M, Do
F
m,p
|

Rozwi jajgc te definicj¢ mozna powiedzieé, Ze nieregu-
larne dodwiadczenie czynnikowe dla m czynnikdéw na dwu

poziomach kazdy jest sumg k uZamkowych (P4 > 0) 1lub
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peXnych (Pi = 0) doswiadczeh czynnikowych odpowiednio
m-p, m-p, m=D,

typu 2 y 2 gy ese 3 2 0 Z3cznej liczbie obser —
m-p m-p m-p

wacji N =2 142 24 ...4+2 ‘¥,

Przykiady:

4. OkreSlony w twierdzeniu 7 plan eksperymentalny PN 4
)

dla N = n.2P obserwacji jest dany macierzg planowania

F = Fm 0 n macierzy F
my(0:0;:..,0) | ™ m,0
n zer .
_Fm’o_1

5. Nieregularne do$wiadczenie czynnikowe typu 2772352

F

ma macierz planowania F = 212 « Wstawvmy za
5,(2,2) 7 |F5 5

Jedng z macierzy F5,2 macierz zamieszczong w tabeli
4.6 a za drugg z nich - macierz zamieszczong w tabeli
4.7 . Weedy N = 2772 4 2772 = 4¢ obserwacji wykonuje
sig¢ w 14 wierzchoikach kostkl pieciowymiarowej, przy
tym w wierzchotkach o wspétrzednych (1, 1, -1, =1, -1)

1 (-1, 1, 1, 1, —=1) wykonuje si¢ po dwie obserwac je.

LEMAT 3. Kolumny macierzy Fm sg orto-

9(P1’P2:-~°3Pk)
gonalne.

Dowdéd: Zz definicji macierzy F widaé,

my(P1aP2;°°"Pk)
268 iloczyn skalarny dwu kolumn o numerach i oraz J

(1, 3 =1, oo y m+1; 1 # j) tejze macierzy jest réwny
sumie k 1loczynéw skalarnych kolumn o tych samych nume-—

rach maclerzy Fm’p1, Fm,pz’ cee Fm,pk « Zgodnie z lema-
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tem 2 kazda z maclerzy F_ D (i =1, «ee 5 k) ma kolum-
151

ny ortogonalne. Wobec tego rdwniez macierz Fo (D, D p..)
3\P43Pore P

ma kolumny ortogonalne.

Cebede0e
Oczywisty jest

WNIOSEK 5. Zachodzli rdéwnanie

.

m-p
(2 1+ 2 2

Pry-1 _T
4+ ees + 2 ) Fm’(P1’...’Pk) Fm,cpal""’Pk)—I

Macierzy planowania F nieregularnego

ms(P1:P25°-'st)
doéwiadczenia czynnikowego przyporzgdkujemy nastepujgey”

m—P- m-p,
plan eksperymentalny P dla N = n(2 + 2 + eeet

N,5
m-Py
2 ) obserwacji wykonywanych w wierzchoikach kostki
m-wymiarowej:
1 %@«
(4.3) )

x1 X‘Z o e a,m
gdzie x(u) oznacza u-ty (u =1, ..o , 2m) wierzchozek
dany przez wspbirzedne X142 Xyo # e+ 9 Xy » DTZY CZym

X4 = t41 (1 =1, ... , m),natomiast

y - nen, ) <
N m-p m-p
2 1+ 2

u wn

m—pk

2 4oeat2

U =1y eee Zm, zas$ 0. (nu_z 0) oznacza liczbe wierszy

macierzy T o elementach 1, X .49 X¥ypoo

m’(P1sP2: cee Pk)

e o0 , qunl

Przykzad.

6. Rozwazane] w przykiadzie 5 maclerzy planowania F5,(2,2)
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odpowiada plan eksperymentalny P dla kazde]j wielokrot-

N,>5
noSci 16 obserwacji na wierzchotkach kostki pigciowymia-

rowej, dla ktérego (por. tabele 4.6 i 4.7):

k(-1:-1:‘1’-1"1) = 2‘(1,"1:“1:1’1) = %(‘1’1’-1,1’1)

7\'("1”‘1,1)—1’1) = 7"(“:"1,1’1"1) = 1'(1’1,1"1’1) =

W(“'-s"‘:"’l:"’“) = A (1 "1"131:"1) %(-1:1"1"‘1’1) =

K(—1,-1,1,—1,—1) = 2'(1;—1,1:"1:1) 2’(19171’1’1) =

= 1/16 = 0,0625 ;
A(151,=1,=1,=1) = X (-1,1,1,1,-1) = 1/8 = 0,125 ;
Potrzebne dalej wXasnosSci planu PN 5 przedstawia naste-
)

pujace

TWIERDZENIE 8. Niech X =X, =X, ={x = (x1, oo y xm),

Xi:—1 Sxi <1 ,i=1, e o0 ’m}, k=m+1’ f1(X)=1,
iz(x) = Xy eee s fk(x) = X . Rozwazmy plan eksperymentalny
m-p,  m-D, M=

PN,B € .'SN dla N = n(2 + 2 + eee + 2 ) obserwa-—

cji okreflony wzorem (4.3) . Plan PN,S jest planem A - ,
D- 1 G - optymalnym. Przy tym macierz

) m=p4 =Py —1_T
(4.4) M\PN,5)"(2 teeet2 ) Fm,(p1,...,pk)Fm,(p1,..~9Pk)

Dowéd: Réwnoéé (4.4) wynlka bezposSrednlo z okre$lenia
planu PN,S . Dalej, z wnlosku 5 mamy, ze prawa strona te]
réwnodci jest macierzg jednostkowg, wiegc oczywiscile M(PN’5)=I.
Stad, tak jak w dowodzie twlerdzenia 7, wynlka A -, D - 1

G - optymalno$é planu PN,5'

Cebed.ow
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DEFINICJA. Macierz kwadratowg o n wierszach i kolu-
mnach nazywamy macierzg Hadamarda Hn’ je$ll wszystkie jej

elementy sg réwne + 1 lub -1 1 jesli n-1HIT]Hn =1.

Przykiady.

7. Latwo skonstruowaé macierze Hadamarda dla =n =1 i 2 :
1 1

[+ ] 1

8. Skonstruowane wczeéniej macierze kwadratowe Fm o 2

-1

m
wlerszach 1 kolumnach sg maclerzami Hadamarda.

Dowolng maclerz Hadamarda mozna przeksztalcié przy po-
mocy mnozenia odpowiednich wierszy przez -1 tak, Ze pler-
wsza kolumna skada sie¢ tylko z elementéw + 1 (takie prze-
ksztaXcenie daje znéw macierz Hadamarda). Odtad bedziemy
zakiadali, ze macierze Hadamarda sg doprowadzone do tej
postaci. Dalej mozna tez udawodnié, zZe stopiei n macle-
rzy Hadamarda wynosi 1, 2 lub 4t (t =1, 2, 4e¢ ). Po-
kazano (por. np. [36],str. 71 - 82) 4istnienie macierzy
Hadamarda stopnia 4t dla kolejnych wartosci t od 1
do 46 wigcznile, tzn. od n = 41 =4 do n = 4.46 = 184,
oraz dla wielu wiqkszyph wartosci t ©poczawszy od t = 48,

tzn. n = 192 .

WNIOSEK 6. Niech Hn m Ozhacza macierz o n wlerszach
3
i m+1 €< n kolumnach otrzymang przez skre$lenie dowolnych
n -m-1 kolumn macierzy Hh réznych od kolumny pier-

wszeJ. Zachodzl réwnanie

-1_.T _
o Hn,mHn,m =1.
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Dowéd wniosku wynika natychmiast z definicji macierzy
Hadémarda.
Uwvaga. W przypadku gdy n = m + 1 , mamy Hn,m = Hn .
Zatézmy, ze liczby naturalne m, D,y Dy eee 5 D 5§

takie, 2e macierze H H

n, ,m ’ n,,m gy oo Hn - istnie jg.

k’
Rozwazmy teraz do$wiadczenie dla m czynnikéw o 2gczne

liczbie obserwacji N = D, + Dy + eee + 1, ktére jest
sumg k doswiadozefi czynnikowyoh odpowiednio o D,y Dy,
eee 5 DOy obserwac jach, przy czym plany dosSwiadczen sktadow

wych dane sg odpowiednlo macierzami Hn1,m ’ an’m ) eece

Hn _— Igczne do$wiadczenie ma zatem macierz planowania
k)
Hn1,m
. Hna,m
(D1,D2,...,nk),m‘ :
an,m

LEMAT 4. Kolumny macierzy H(n sg ortogo-

nalne.

Dowéd: Z definicji macterzy H(n widaé,

ze 1loczyn skalarny kolumn o numerach i oraz j (i, j =
1y eee o m41 , 1 # 3 ) Jest réwny sumie k 1loczyndéw

skalarnych kolumn 1 oraz j maclerzy Hn1,m ’ an,m ’

ees y H . Z wnlosku 6 wynika ortogonalno$é kolumn kazdej
k)

z macierzy H (1=1, «e. , k) . Wobec tego macierz

: ma réwniez kolumny ortogonalne.
H(n1,n2,...,nk),m J 8

Cebed.Oo
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Oczywisty Jjest tez
WNIOSEK 7. Zachodzli rdéwnanie

-1 4T

D,+0,4 eees + D H
(0, 2 k) (n1,n2,...,nk),m H(n1,n2,...,nk),m

= I.

Macierzy planowanila H(n przyporzadkuje-

1,n2’.oo’nk)’m

my nastepujgcy plan eksperymentalny P dla N =

N,6
= n(n1 + Dy + eee ¥ nk) obserwacji wykonywanych w wierz-

choikach kostki m-wymlarowej:

L) (@)

(4.5) ’ ' ’ ’
YR VARY

gdzie x(u) oznacza u-ty (U =1, 2, eces , 2m) wierz-

chotek dany przez wspdirzedne Xy Xyo 3 cee 9 Xy 9 PTZY

czym x,3 =%*1 (1 =1, ..., m), npatomiast R'u =

’ ’
. n
n nu _ u

)
um N n1+n2+...+nk

!
= ),(xu1, X0y =o+ 3 X

m

’

u=1, «e. , 2 , za§ n] (n] > 0) oznacza liczbg wier-

szy maclerzy H

\n1’°"’nk)’m o elementach

1y Xu1? Xy

TWIERDZENIE 9 . Zaidzmy, Ze liczby naturalne m, n,,

D,y e 5 Dy 5§ takle, ze macierz H: ist-

\n1,n2,...,nk),m
nieje 1 niech X = X1 = X2 ={x =(x1,...,xm), Xy 1<%y < 1,
:Ek(x) = X Rozwazmy plan eksperymentalny PN,6 € ﬁN
dla N = n-(n1 + Dy + oeee + nk) obserwac ji dany wzorem

(4.5). Plan P jest planem A -, D -, 1 G —-optymalnym.

N,6
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Przy tym macierz

(4.6) M(PN,6) - n1+n2-1t-...+nk HT(n1,...,nk),m H(n1,...,nk),m
Dowéd: R6wnosé (4.6) wynika natyohmiast z okreSlenia
planu PN,6 . Ponadto z wniosku 7 mamy, ze prawa strona wzo-

ru (4.6) jest macierzg Jjednostkowg, skad oczywiscle
M(PN,6) - I . Z tego, tak jak w dowodzie twierdzenia 7, Wy-
nika A -, D= 1 G- optymalno$é planu PN,6 .

G.b.d.O.

TWIERDZENIE 10. Jeéli liczba czynnikéw m speinia nie-—
réwnodé 2 <m <91, to A -, D - i G - optymalny plan
gksperymentalny PN 6 ? tzn. plan o macierzy planowania

b
stacl H;
postac \n1,...,nk),m
by obserwacji N =N + 4t, gizie N =4 + M = m(mod 4),

, mozna skostruowaé dla kazdej licz-

Zaé t = 0’ 1’ 2, eeo o

Dowéd: Przy zalozeniu, ze 2 <m <91, 2 istnienia ma-
cierzy Hadamarda stopnia 4t dla kolejnyoch wartodci t od
1 do 46, tzn. macierzy stopnia 4, 8, 12, «.. , 184 Wy-—
nika istnienle planéw eksperymentalnych PN,6 okreélonyoh

7z pomocg macierazy planowania

fogm [Hn1 ’m]
dla kazdej liczby obserwac ji n, = Nm ’ Nm+4, Nm+8, eee
180, 184 . Udowodnimy teraz istnienie A -, D - 1 G -

optymalnych planéw PN,6 dla kazde] lLiczby obserwacji

N =N + 4t > 188. Poniewaz 23183(( o1 Np = 92, wigc «cigg

~
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th Nm+4,l . , 184 zawiera réwniez liczby 92 i1 96.

Plan PN 6 okreslony z pomocg maoierzy planowania

H92,m
H (92,96),m 27m ~a,
H96,m
jest zatem, zgodnie z twierdzeniem 9, A -, D - 1 G -

optymalnym planem dla N = 188 obserwacji. Uczynmy teraz induk-
cyjne zatozenie, ze taki plan istnieje dla kazdej liczby

N < Nqgq, gdzie N(mod 4) = NQ(mod 4) =0 1 NQ 3 188 ,
tzn. plan A -, D - 1 G - optymalny istnieje dla kazdej
liozby obserwacji z ciggu Nm, Nm+4, eee 184, eee  NQ =
Plan Pﬁ;e dla NO N 188 obserwacji moze byé okreslony z

pomoca macierzy planowania

H92,m
H (92,NO- 92),m “ 2%m <9
HNO-92,m

W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze Nm < 92 , NQ - 92 < NQ
oraz, ze (Ng- 92)(mod 4) = 0, tzn. liczby 92 oraz
Ng - 92 sa elementami ciggu Nm, Nm+4, ..., NQ 1 wobec

tego macierz planowania

H92,m

H (92,N0-92+4) ,m ’ » 2%$ms$a,
NQ-88,m

okresla A -, D - 1 G - optymalny plan P”6 dla
NO+ 4 obserwacji

c.b.d.o.

N "Biometrische Zeitschrift”, t.15? zesz. 4(1973),str.287

przynosi sprawozdanie z trzeciej NRD-owskiej sesji robo-
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Jezeli w konkretnej sytuacji eksperymentalnej istnileje
mozliwoéé wykonania N obserwacji funkc ji regresji na kostce
m-wymiarowej, to dla zagwarantowania A -, D - 1 G - opty-
malnosci planu dla regresji liniowej mozna ograniczyé sig
-~ zgodnie z twierdzeniem 10 - do wykonania N - N(mod 4)

obserwacji wediug planu PN—N(mod 4),6° Przy tym musi oczy-

widcie zachodzié nieréwnoéé N - N(mod 4)2Nm=4+m-m(mod 4).

czej posSwigconej optymalnemu planowaniu eksperymentéw, kté-—
ra odbyza sie¢ w dniach 2 - 7.10.1972 w Heringsdorf. Spra-
wozdanie zawiera me.in. streszczenie referatu "G—optimale
Versuchsplanung auf dem Wlrfet und auf der Kugel", ktéry
wygtosit W. Jung. W przekradzie polskim streszczenie to
brzmi nastepujgco: Dla modelu regresji y(x) = eo + 91x1+ cee

+ 8.x,., gdzie x = (x1,...,xk)', konstruuje sie¢ dla

1

€ {_Jg: -1 < Xy <1, 1= 1,...,k}wzglqdnie dla

X € {3{_: XX < k} konkretne G — optymalne plany ekspery-
mentalne Vv, © liczebnosci n. Wychodzgo z tego, Ze ich ma-~
clerze informacyjne M(Vn) sg réwne macierzy jednostkowe}j
(co stanowl warunek dostateczny G - i D - optymalnoscl
tych planéw), podaje sig sposéb otrzymywania takich planéw

z macierzy Hadamarda dla dowolnych wartosci k i wartosci

n podzielnych przez 4 . Obok tych wspélnych dla kostkl

i kuli planéw bada sle¢ specjalnie dla kull pewng reguig

konstrukcy jng, dostarczajgca plany G — optymalne dla

dalszych wartoéci n.

Zobacz tez [4'], stre 53 - 55 .



- 90 -

Liczba czynnikéw (wymiaréw kostki) jest wprawdzie w twier—
dzeniu 10 ograniczona z géry przez liczbe 91, ale ograni-
czenie to wydaje sie¢ nie mieé konsekwancji praktycznych.

Z druglej strony tatwo podaé przyktady planéw eksperymen—
talnych dla N obserwacji, ktére ze wzgledu na kryteria
A-,D-, G- oraz I - optymalno$ol sg lepsze od planu

eksperymentalnego P dla N-N(mod 4) obser-

wacji. Przyktadem taklego planu eksperymentalnego dla N
obserwac ji na kostce m-wymlarowej jest plan polegajgcy na
rozmieszczeniu N-N(mod 4) obserwacji wedXug planu

P 1 umieszczeniu pozostalych N(mod 4) obser-

N-N(mod 4),6
wac ji w érodku kostki, tzn. w punkcie o wspéirzednych

(0y Oy ees 4 0) &
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Rozdziaxl V
REGRESJA LINIOWA NA PROSTOPADLOSCIANIE m - WYMIAROWYM

Bardzo ozesto w praktyce w zagadnleniaoh regresji wielu
zmiennyoh mamy sytuacjg, w ktérej poszczegélne zmienne kon-
trolowane mogg sig¢ zmieniadé w okre$lonych przedziaZach

[ai, bi] (L =1, 2, «eo , m). Powstaje wtedy m-wymia-

rowy prostopadtoscilan

Z={zi:aiszisbi, i=1,...,m},
na ktdérym okresSlona jest liniowa funkcja regresji

(5.1) BY, = Yo+ Yz, + V2, + .00+ ¥z

Pokazemy, Ze wazne zadanie wyznaczenla optymalnych pla-—
néw eksperymentalnyoh dla estymaoc ji wspbiozynnikdéw \}b,
\?1, cee 0}1 i catej funkoji regresji (5.1) -~ przy
zaXozeniu, ze obserwacje mozna wykonywaé w dowolnym punkcie
z prostopadtoécianu 7 oraz ze estymacja funkcji (5.1)
jest interesujgca w calym zblorze Z — mozna rozwigzaé
w oparciu o skonstruowane w rozdziale poprzednim D - opty-
malne i G — optymalne plany eksperymentalne na m—wymlarowe]

kostce X.

Zachodzi mianowicise

TWIERDZENIE 11. Niech na m-wymiarowe]j kostce X ={xiz

-1 <x, <1, 1 =1, ¢euy m} dany bedzie nastepujgcy plan

i
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eksperymentalny PN dla N obserwacji

A1) (2) L2

A Ap ... A

ktéry jest D - optymalnym 1 G - optymalnym planem ekspe-
rymentalnym dla funkcJi regresji EYx= 9°+ G1x1+...+ Gmxm.

Niech dana bedzie macierz

[ 1 0 0 ... O© 0
a.-;b b,-a
1 1 1 71
> 3. o ... © 0
a-a;b b,-a
2 2 2 2
Ax 5 0 > o o o 0] 0
a_+b b_-a
m' m m —m
5 0 0 .« o 0 5 |

przeksztaXcajgca w (m+1)-wymiarowej przestrzeni euklideso-—
wej m-wymlarowg kostke X ={x = (1, Xyy eoe xm),

-1 < X3 <1, 1=1, oo , m} na m-wymiarowy prostopado-
Scian Z={z=(1,z1,... ,zm), a.iszisbi, bi>a
i=1, ... ,m} w ten sposéb, ze 2z = Ax, tzn.

i’

_ (a; + bi) + (by -+ a.i)xi

——

-

i 2 *
Wéwczas nastepujgcy plan eksperymentalny PN dla N obser-

wacji na prostopadtosScianie 2

(1) (2)

otrzymany z planu P, w temn sposéb, ze ‘7\.1 = A

N



z1(1)- I (ay + ®y) ; (by - a1)x1(l) |
(1) (a2 + b2) + (b2 - az)xél)
(5.2) =)= |72 - R
;(1) (am + bm) + (bm - am)xél)
L m - - 2 -

l1 =12y ¢¢e 4P , Jjest planem D - optymalnym i G -
optymalnym dla funkcji regresji

BY, = VY, + ¥z, + 00 + vz,

ktérg mozna obserwowaé i1 nalezy estymowaé na prostopadio-
Scianie Z={ziz a; <2y <bg , 1=1, ... ,m}.

Dowéd: Nieosobliwa macierz A pozwala na dokonanie odwrot-
nego przeksztatcenia prostopadlo$cianu 2Z na kostke X.

Zgodnie z tym przeksztarceniem x = A—1z, tzn.

x = - (i = 1’ e e 0 Z) [ ]
i bi ay ’
Zatem funkcje regresjl EIx = Go + 91x1 + eee + Gmxm
mozna przedstawlé w postaci
221 -a, - b1
2z —a_-D>
+ 8 mb I By = GT“F(Z)’
m ~ %m
T
2z, —a, - b 2z —-a_ =D
| 1 1 1 m m
gdzie (z) = {1 ese - .
\f b1 - a, bm an
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Estymacje wspbzczynnikéw 8, 85 «-- , 8 oraz cale]
funkc ji regresjli (5.3) mozna wykonaé w oparciu o plan

eksperymentalny §N . Wéwczas (por. wzory (1.9) i (1.4))

Frm B Pla) =
T 21y o T, )y |7V Py =
¢ m[éh Pz1)) 9 7 >] ? (2)

no*cm[f%x ¢ ax1)y ¢ uuc(“] $ (ax) .

Stad, poniewaz “P(z) = “P(Ax) = f(x) gdzie f(x)={ﬁ X1---Xm]rs

d(z ’%‘N)

otrzymujemy

d(z,$ﬁ) £¥(x) [%i; ﬂflf(x)fT(X) ]—1f(x) =

fr(x)M_1(PN) f(x) = d(x,PN).

Réwno$é d(z, ?ﬁ) = d(x, PN) zachodzl dla kazdej pary
punktéw 2z 1 x 2zwigzane] przeksztalceniem A, wobec cze-

g0

. max (z, P.) = .
(544) e a(z, PN) xmg.)sc d(x, PN)

Plan PN jest planem D - optymalnym 1 G - optymalnym,
wiec xmg*x d(x, P ) =m+ 1 . Wobec tego z réwnodci (5.4)

i twierdzenia 2 wynika D - optymalno$é 1 G - optymalno$é
planu PN dla estymacji funkcji regresji (5.3) na prosto-
pad2o$cianie Z.

Funkc je regresji (5.3) przeksztarémy nastepujaco:

. 2
EY = .(’e- 8- eee — 9 ) + — GZ +eoeot _
Z o 1 m 'b1 a, 171 bm ap, mm

1 wprowadZmy oznaczenia: 05 =68, —-6 - ... -6
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Ve

_ 2
i bi- ai i

S I S

f(z) = [1 Zy, eee zm]r.

Zatem dla kazdego 2z € Z mamy EY, = e P(z) = WTe(2)

przy czym ¥ =BO oraz f(z) = (Br)_‘I P (z), gdzie

Zastosujmy plan eksperymentalny P

1 _1 -1 e o . -1 "'1
2
0 0 o« . 0 0
b1 - a,
B =
2
0 0 .« o . 0 0
by =2
2
0 0 0] e o 0

N do estymacji wspbx—

czynnikéw \9‘0, \?1, cee \}m oraz catej funkcji regresji

EY
(gwiazdkg zaznaczono macierz M ©planu

EY,

_ &rf(z) = \‘o‘o + \,9'1z1 + eee + V. 2_ . Macierz M’f’(i"N)

2 m

m
By
= \9Tf(z) w odréznieniu od maclierzy M tego samego

dla funkcji

planu dla funkcji EY = GT"P(Z)) ma tuta] postaé

w*( I\éxlﬁz(l))f’(z‘l)) ,

£¥(z) [M*( B | 2(2) =

)

funkc ja a* (z, 'f"N)

£7(z) LZE_} llf(z(l))fr(z(l))]_1f(z) -

)

-1
¥ (2)B" Lé Rl(BT)—1‘F(z(l))‘FY(z(l))B_1J (BT 'P(2) =
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- LPT(Z)B—'I{(BT)-% Léxlf (Z(l)) \PT(Z(I))]B_1}—1 (BT)—1 \sz)
=\PT(Z)B—1B [é%l \P (Z\l))*PT(Z(l)) :|—1BT(Br)—1\P(Z) -
=97 (2) [%: 2P PTEM) [ 9 () -

=PTEW (B P2) = a(z, B

Otrzymalidmy wiec, ze a*(z, ?N) = d(z, ?N) . Wczeénie]

pokazalidmy, ze ngxz d(=, ?N) ='m + 1, wobec czego réw-

niez Zm%xz d*(z, ?N) =m+ 1, co zgodnlie z twierdzeniem 2
oznacza, %6 plan eksperymentalny PN jest D - optymalny

1 G - optymalny dla estymacji funkcJi regresji
EY, = ob + 0}21 +oeee + NP2

na prostopadzoécianie 2 = {zi: a; <23 < bi’ 1=1,...om }

1

C-bodoOo

Twierdzenie 11 stanowi specjalny przypadek ogdlnie jszych
twierdzef podanych w [9], § 2.2 .
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Rozdzlaz VI
KQUPUTEROWE BADANIE EFEKTYWNOSCI PLANOWANIA EEKSPERYMENT (W

W bardzo wielu zagadnleniach eksperymentalnych spotykamy
sie z sytuacjg, w ktérej realizacja eksperymentu w sposéb
optymalny jest niemozliwa, albo powaznie utrudniona. Nie mozna
méwié o optymalnym planowaniu eksperymentu np. wtedy, gdy
eksperymentator nie ma wpiywu na wartos$ci zmiennych X 9 X5y
cee 5 X, 2 planowanie ogranicza sle co najwyzej do wyzna-
czenla liczby obserwacji. Powaznie utrudniona Jjest realizacja
eksperymentu zgodnie z planem optymalnym wtedy, gdy badacz

jest w stanie utrzymywaé warto$Sci zmiennych X4 X ' X

2, e o0 m

jedynie w poblizu warto$ci optymalnych. Takl przypadek wy-
stepuje do$é czesto w praktyce ze wzgledu na to, Ze na ogéi

optymalne wartoscl X9 X5y eee 5 X sg zarazem wartosciami

m
ekstremalnymi obszaru obserwac ji X1. ZdarzaJg sig¢ réwniesz

sytuacje, w ktérych - dla uniknlecia zwigzanego z tym wysliku
organizacy jnego — Swiadomie rezygnuje sie z planu optymalnego
decydujgc sig na eksperyment bierny, w ktérym wartodci zmle-

nnych X,, X5y <. 5 X nle sg ustalone z géry. Z takim

m
postepowanliem spotykamy sie czesto wtedy, gdy wykonanie
obserwacjl nle wymaga wielkich nakiadéw czasu, $Srodkéw i ma-

teriaxbéw, wobec czego rezygnacje z planu optymalnego mozna
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zrekompensowaé przez wykonanie odpowiednio wiekszej liczby

obserwacji. Jeé§ll zatem eksperyment nie jest realizowany

zgodnie z planem, ktéry Jest optymalny ze wzgledu na okresdlone
kryterium optymalnoécl, to oceng niektérych aspektéw strat
wynikajgcych z odstgpstwa od optymalnoécl mozna otrzymad w od—
powiedzl na dwa nastepujace pytania:

1° Jaka jest wartosé liczbowej charakterystyki dobroci ekspe—

rymentu polegajgcego na wykonaniu N obserwacji wediug

pewnego planu, o ktérym wiadomo, Ze nie jest planem opty~
malnym, w poréwnaniu z warto$cig analogicznej liczbowe ]
charakterystyki dobroci eksperymentu polegajacego na wyko-
naniu tej samej liczby N obserwacji, ale zgodnie z planem
speiniajgcym okreslone kryterium optymalnodci ?

2% 16 obserwacjl trzeba wykonaé w ramach eksperymentu realizo-
wanego przez badacza w pewlien przyjety przez niego sposéb,
aby tak przeprowadzony eksperyment byl co najmniej tak
dobry, jak eksperyment polegajgcy na wykonaniu N obser-
wacJi zgodnie z planem speiniajgcym okreélone kryterium
optymalnoéci ?

Oceny strat wynikiyoh z odstgpstwa od planéw optymalnych
badane bedg dla eksperymentdéw ma jgcych na celu estymacje
liniowej funkcji regresji

EYx = 90 + 91x1 + eee + thm

na zbilorze X , ktéry jest kostkag m-wymiarowg (por. okreéle-
nie podane w rozdz. IV), przy czym za kryterium optymalnodci
przyjmuje slg¢ kryterium G - optymalnodci. Zatem liczbowg
charakterystyksg dobroci eksperymentu polegajgcego na wykonaniu

n obserwacji wedtug pewnego planu Pn jest wyrazenle (por.
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wzér (1.7) oraz kryterium 3, rozdz. I)

1
(61) X g d(x,P ) ,

ktérego wartosé bedziemy dalej nazywaé d okt adno$ciag
eksperymentu przeprowadzonego zgodnie z planem Pn . Wobec
tego odpowiedzi na pytanla 19 1 2° bedg polegaiy na doko-
naniu odpowiednich poréwnah pomiedzy dokzadnoécig eksperymentu
przeprowadzonego zgodnle z planem G = optymalnym dla N
obserwac ji z dokladno$cig eksperymentéw przeprowadzanych przy
innych - akceptowanych przez badacza — sposobach rozmieszcza-—
nia obserwacji. W dalszym ciggu uwzglednione zostang dwa spo-
soby rozmieszczania obserwacji, ktdre zrealizowano metodg
symulac ji komputerowej.

Pierwszy sposéb rozmieszczanla obserwacji polega na tym,
ze obsaerwac je wykonuje sie w punktach (x$1), xé1),..., xé1)),
(x§2)’ xéz), cee xéz)), «ss oOtrzymanych z generatora liczbd
pseudolosowych o rozkladzie okreslonym gestoécilg
(4

ﬁ dla -1‘$Xi <1’ i= 1,...,!11
gm(X) = gm(x1)X2’-°',xm) = 9

0 poza tym ,

L

tzn. o rozktadzie jednostajnym na m-wymiarowe] kostce X.
Pewne skoficzone ciggi tak wygenerowanych punktdéw kostki X
bedg dalej nazywane planaml losowyml. Rys. 6.1 przedstawia
rozmieszczenie 26 punktow wygenerpwanyoh wedtug rozkiadu
gz(x1,x2) na kwadracie X (m = 2), ktére wyznaczajg plan
losowy dla wykonania 26 obserwacji. Plany losowe sg modelem
sytuacjl, w ktérej eksperymentator nie ma wpiywu na wartoéé

zmiennych Xq9 Xpy eee X o
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LD 1)

H-1) d.-D

Rys. 6.1
Rozmieszczenie ciggu £6 punktow wygenerowanych zgodnie

z rozktadem @2(xi,*2) na kwadracie X*{x=(*1i,x4),
"14X"N41 , L- 12}

M)

(1,-D

Rys. 6.Z
Rozmieszczenie ciggu, 12 fiuulctdw wygenerowanych. zgodnie
z rozktadem. 7%z (x,.xz) na kwadracie X={x = (x1,x2),
-14 xt4 1, L=l 2}
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Drugli spos6éb rozmieszczania obserwacjl polega na tym, ze

obserwaoc je wykonuje sig¢ w punktach (x$1), xé1), cee xé1)),
(x#z), xéz), oo xgz)), «es otrzymanych z generatora liczb

pseudolosowych o rozktadzle okreSlonym gestoscig
(5. o

(2)"  jeé11 101 (0,8 < [x;| <1)
gmkx) = gm(x1’x2"°-:xm) = <
0 poza tym .

\

Pewne skonczone ciggl tak wygenerowanych punktéw XKostkli X
bgdg dalej nazywane planami quasioptymalnymi. Rys. 6.2 przed-
stawla rozmieszczenie 412 punktéw wygenerowanych wediug roz-
kZadu Ez(x1,x2) na kwadraocle X , ktére wyznaczajg plan
quasioptymalny dla wykonania 12 obserwacji. Plany quasi-
optymalne sg modelem sytuacji, w ktéryoh eksperymentator jest
w stanie utrzymywaé wartodci zmiennych Xyy Xpy eee 5 X
jedynie w poblizu warto$cli optymalnyoh. (Przypominamy, ze
wspéirzedne punktéw planéw G - optymalnych dla estymacji
linioweJ funkcji regresjl na kostce X sg réwne +1 lub -1,
Zob. tez rozdz. IV).

Zakres 1 algorytm obliczeh. Poréwnywanie — ze wzgledu na

wartoéé wyrazenia (6.1) — planéw losowych 1 quasioptymalnyoch
z planami G - optymalnymi realizowane by*o na komputerze
ODRA 1204 Ww oSrodku obliczeniowym Instytutu Cybernetyki
Ekonomicznej Akademil Ekonomicznej we Wroczawlu. Obliczenila
wykonywano dla kostki X o wymiarach 2, 3, 4 1 5. Dla
ustalonego wymiaru m (m =2, 3, 4, 5) kostki X ©Dblerze
si¢ pod uwage plany G - optymalne dla wykonania 8, 12, 16,
20, 24, 28, 32 obserwacji. Dla ustalonej liczby N (N = 8,

12, 16, 20, 24, 28, 32) obserwacjl oblicza sig¢ (ze wzoru
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(6.1) 1 twierdzenia 2) dokladno$6é eksperymentu zrealizowanego
wediug planu G - optymalnego. Doktadnodé ta jest rbwna mﬁi .
Z kolel dla ustalonych m 1 N powtarza sie 30 razy na-
stepujace postepowanie: Generuje sie N punktéw wedzug roz-
kXadu gm(x), oblicza sie dokzadnoéé eksperymentu wyznaozonego
przez tak otrzymany plan losowy dla N obserwaoji, a naste-
pnie powieksza sie N-elementowy 2zbidér wygenerowanych punktéw

o dalsze punkty generowane wediug rozkiadu gm(x) az do

chwili otrzymania n—-elementowego (n > N) 2zbioru punktéw
wyznaczajgoych plan ) P dla ktérego

1 m+1
(6.2) xm?xx 5 4(x,B)) < S

Na podstawie wynlkéw 30-krotnego powtdérzenla oplsanego po-
stepowanla oblioza sig Srednig dokZadno$é eksperymentu prze-—
prowadzonego zgodnie z planem losowym o liczebno$ci N oraz
wariancje i1 odchylenie standardowe te] doktadno$cl, a takze
$rednig liczebnoéé planéw losowyoch speiniajgoych warunek
(6.2) oraz warlancje¢ 1 odchylenie standardowe tej liczebno-
$0i. Analoglozng procedurg powtarza slg¢ 30 razy dla plandéw
quasioptymalnych, ktérych punkty generowane sg wediug rozkia-
du Eﬁ(x), a w kofcu obliocza sig warto$é Srednig, wariancje
1 odchylenie standardowe dokiadno$cl eksperymentu przeprowa—
dzonego zgodnie z planem gquasioptymalnym o liczebnoScl N
oraz wartoéé Srednig, wariancje i odchylenle standardowe
liczebnoscl planéw quasioptymalnych speiniajgcych warunek
(6.2).

Algorytm obliczen przedstawlono w postacl schematu blo-
kowego (patrz str. 103 - 106) oraz programu napisanego W

jezyku ALGOL 1204 (patrz str.117 - 122),



Czytaj
m, l.&d,k

il

Genervj macierzW

Zeruj macierz M

o (m+4)x (m+4)
elementach
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W

4]




- 404 ~

¥

s

TAK INIE
)
Generuj wektor Generuj wektor
1 4
Xm Xm
x; - liczha losowa Xi - liczba losowa
ze zbioru z przedziatu
[1-08]v [0.8; 1] C-1;113
("=1’2-l"')"") (L=4,2:--';m)
Utwdrz macierz
Y=X-XT
M=M+Y
TAK NIE

Odwre¢ macierz M,
tzn. oblicz M

]
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NIE
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TAK

L> LP

[

cC=c¢c+1

NIE

Dru.ku.j L, d.LL , LLIDLL
Oraz L;d'Q.L 'QL D
dla l=1,2,...,

Lp

Oblicz ¢ drukw Sredniq, arytme-
tyezng, , wariansje, i odchylenie
standardowe odpowiednio
d'LLl Ll. J d‘G‘L/ Q’L

dla

(L=4/2, ’LV)

TAK |

TAK |

Lt =t+1

Ly Lsdk

]

W =w+ 1

w> Lw

NIE

(koniEC)
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Uzyte w schemacle blokowym symbole wczytywanych danych
ma jg nastepujgoe znaczenia:
Lw -~ liczba kostek o réznych wymiarach,
m — wymlar kostki,
lsdk - lilczba rdéznych wartodcli doktadnoécl eksperymentéw
na kostce m-wymiarowej,
N -~ llczba obserwacjl w planle G - optymalnym, okredla-
Jaoa warto$é dokiadnodci eksperymentu jako réwng
(M+1)/N ,
1p - liczba powtdérzeh podprogramu, ktéry generuje plany
losowe lub quasipptymalne o dokladnoéci réwnej
(m+1)/N .
Przy oplsanym wyzeJ zakresie obllczen mamy:
Iw = 4 (generowanle punktéw odbywa sie dla kostek o wymia—
‘rach 2, 3, 4, 5 )
m =2, 3, 4, 5
1sdk

7 (dla kostkil o ustalonym wymlarze m okresla sie
7 wartodci doktadnoscli eksparymentu réwnych

Eﬁl y gdzie N przyjmuje 7 réznych wartodci)
N = 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32

1p = 30

Generowanle macierzy W wspéirzednych wierzcholkéw
kostkl m-wymiarowe]J odbywa sl¢ w programie w ten sposéb,

ze w k-tej (k =1, 2, «oo , m ) kolumnie macierzy W

2m—k m—-k

wystepuje na przemian elementéw réwnych +1 1 2
elementéw réwnych -1. Np. macierz W wspbirzednych wierzcho-

1kéw kostkl tréjwymiarowe] ma postaé:
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B 1 1]
1 1 -
1 - 1
1 -1
R 1 1
~1 T
-1 - 1
e

Dla genserowanla punktéw zgodnle z rozkiadem gm(x) 1ub
Em(x) wykorzystuje si¢ w programie fumkcje "unif", znajdu-
Jacg sie w bibliotece programéw jezyka ALGOL 1204. Kolej-
nyml wartodciami funkcji "unif" sg liczby pseudolosowe
o rozkiadzie jednostajnym w przedziale (0, 1) . Wspéirzedne
punktu x = (x1, Xpy eee xm) generowanego zgodnie z roz-

kzadem gm(x) otrzymuje sie wtedy z réwnania

Xk = 2'unif - 1 (k = 1, 2’ see m) )
natomiast k-ta (kx =1, 2, ... , m) wspéirzedng punktu
generowanego zgodnie z rozkadem Eﬁ(x) otrzymuje sig

wediug wzoru

O,4-.unif -~ 1 jesll unif < 0,5

X
kK o,4°unif + 0,6 je$li unif > 0,5

Odwracanie maclerzy realizowane Jjest w programle przy
uzyoliu procedury bibliotecznej "inver 1" . Przy pomocy
procedury "inver 1" mozna odwracaé dodatnio okreélone
maclerze symetryozne.

Doktadnos$é dn eksperymentu zreallzowanego wediug
planu Pn dla n obserwaojl wyznacza sle w algorytmile

wediug wzoru
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1 ~

~T . —
d max o Xk M Kk .

0 k=1,000,2

Postepowanle to jest konsekwenc jg tego, za funkoc ja

ST 1

X' M ' X jest funkcjg wypuklsg zmiennyoh Xq9Xps oo 9%y

(por. np. [4], str. 62) . Maolerz M oraz wektory T 1

ik okreslone sg tak, jak w zaZgczonym schemacie blokowym.
Zatgczony tekst programu zawlera dwie instrukcje warunko-

we umozliwlajgce drukowanile wspéirzednyoch punktéw wybranyoh

planéw losowych lub quasioptymalnyoh. Nalezy zaznaczyé, ze

zaplsane sg one nlezgodnie ze skadnlg Jezyka ALGOL .

W konkretnej sytuacjl nalezy albo wyeliminowaé obie te

instrukcje, albo zmodyfikowaé je w sposéb okreslony w ko-

mentarzach poprzedzajgcych te instrukoje.

Wymiar kostkli jest oznaczony w tekécie, programu symbolem

ke

Qnéwienie wynikéw. Kompletne tabulogramy wynikéw obliczef

zamleszczono na str.123- 150. Jedna strona tabulogramu za-
wiera wyniki.dotyczgce ustalonego wymiaru m kostki X
1 ustalonej liczebnodcl N planu G - optymalnego dla
estymaoji liniowej funkcji regresjl na kostce X. Dla usta-
lonych warto$¢i m 1 N na tabulogramie podano:
- dokladnoéé eksperymentu zrealizowanego wediug planu
G - optymalnego, réwng (m+1)/N ;3
-~ dla kazdego z 30 generowanych plandéw losowych oraz
dle kazdego z 30 generowanych plandéw quasioptymalnych:
— doktadno$é eksperymentu polegajgcego na wykonaniu N
obserwacji w N plerwszych punktach otrzymanych

w trakcie generowania odpowlednlego planu (patrz kolumna
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tabulogramu oznaczona symbolem dN) ;

- liczebno$é wygenerowanego planu o dokzadnos$ci
d < (m+1)/N (patrz kolumna tabulogramu oznaczona
symbolem n ) ;

- kontrolny wydruk dokladnoscl wygenerowanego planu
(patrz kolumna tabulogramu oznaczona symbolem d );

— warto$é $rednig, wariancjg¢ 1 odchylenlie standardowe
doktadnodcl eksperymentu przeprowadzonego wediug planu
losowego o liczebnodcli N oraz wartos$é Srednig, waria-
ncje 1 odchylenie standardowe doktadnosci ekspserymentu
przaprowadzonego wediug planu quasioptymalnego o licze-
bnodcl N (patrz ponlzej kolumn oznaczonych symbolem
dN ) ;

- wartoéé drednig, wariancje i1 odchylenie standardowe licze-
bnodci plandw losowych speiniajgcych warunek (6.2) oraz
warto$é Srednig, wariancje 1 odchylenie standardowe
liczebnodci planéw gquasioptymalnych speiniajgcych waru-—

nek (6.2) (patrz ponizej kolumn oznaczonych symbolem n).

Na ‘podstawie wynikéw zawartych w tadbulogramach zbudowano
dwie tablice, ktére dostarczajg — majgcej charakter staty-
styczny — odpowledzi na pytania. 10 1 2° postawione na
roczgtku rozdziazu.

Tablica 6.1 2zawliera odpowiedZ na pytanie 1° . odpowleds
ta dostarcza liczbowaj oceny Srednie] dokladnoé&i ekspery-
mentéw wykonanych w sposéb nieoptymalny na tle énanej do-
kXadnoécl eksperymentéw wykonanych wediug planu F—=optyma-—
lnego. W jednym wlerszu te] tablicy podaje sig - dla kostki

X o ustalonym wymlarze — doktadnodé eksperymentu polegajg—
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TABLICA 6.1
Doktadno$é eksperymentédw przeprowadzonych zgodnie z G-optymalnymi,

quasioptymalnymi i1 losowyml planami eksperymentalnymi

Dokxadnoéé eksperymentu
Wymiaxr Liczba
kostkl |obserwac ji Plan Plan Plan
G-opty- quasioptymalny losowy
malny (wartoéé $rednia) |(wartoéé 4rednia)
2 8 <375 15.159 2.312
12 250 «499 1.222
16 .188 «397 .758
20 «150 271 «515
24 «125 213 «429
28 «107 164 « 366
22 . 094 «154 .308
3 8 500 9.278 5.052
12 «333 1.149 2.122
16 250 621 1.427
20 .200 <415 «955
24 <167 «333 .689
28 143 <263 .599
32 «125 «231 «475
4 8 «625 8.914 17.944
12 « 417 1.875 4.369
16 313 1.066 2.290
20 250 664 1.386
24 .208 512 1. 068
28 «179 374 .850
32 .156 325 «657
5 8 +750 323.037 25.226
12 .500 6.661 6.446
16 375 1.507 3¢539
20 .300 « 941 2.176
24 .250 664 ' 1.450
28 214 527 1.259
32 .188 «459 «940
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TABLICA 6.2

Liczba obserwaojil wykonywanych zgodnie z planami G—optymal-
nymi, quasioptymalnymi i losowyml, ktére sg nlezbedne do
osiggniegcia zadane] dokZadno$cli eksperymentu.

liczba obserwaojl

Wymiar| Dokxadno$é
kostkl| eksperymentu Plan Plan Plan
G—optymalny quasioptymalny losowy
(wartoéé Srednia) |(wartobé Srednia)

2 <375 8 16 26
250 12 20 27

+188 16 28 48

«150 20 32 59

<125 24 38 68

«107 28 42 79

. 094 32 49 90

3 «500 8 18 Y
«333 12 26 43

250 16 30 55

«200 20 35 66

167 24 42 81

<143 28 47 20

«125 32 53 99

4 «625 8 20 24
<417 12 28 47

«313 16 33 61

«250 20 39 70

.208 24 45 86

«179 28 49 97

.156 32 55 106

5 .750 8 24 38
500 12 30 54

<375 16 35 64

.300 20 42 78

250 24 47 89

214 28 54 103

.188 32 61 114
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cego na wykonaniu ustalone] liczby obserwac]jli odpowiednio
wediug planu G - optymalnego, planu guasioptymalnego i
planu losowego. Uderzajgca niedokzadno$é (duza wartodé
$rednia wyrazenla (6.1)) eksperymentéw polegajgcych na
wykonaniu 8 obserwacjl wediug planu quasioptymalnego wy-
nika np. z tego, Ze w niektdrych planach quasioptymalnych
rozkiad 8 wygenerowanych punktéw okazuje sig wyraZniae
niesyme. tryczny wzgledem $rodka kostki X.

Tablica 6.2 zawlera odpowledZ na pytanie 2% . Odpo-
wieds ta okreéla 4rednls liczebno$é obserwacjl w ekspery—
mentach przeprowadzonych w sposéb nieoptymalny, ktdéryoh
dokzadno$é ma byé nlegorsza od dokiadnodci eksperymentdw
wykonanych wedZug planu G - optymalnego dla zadanej liczby
obsaerwacjl. W Jjednym wierszu tej tabllcy podaje sie - dla
kostki X o ustalonym wymlarze — liczebnoscl eksperymentdw
wykonywanyoh wed*ug planu G - optymalnego, planu quasi-
optymalnego 1 planu losowego, ktére osiggajg jednakowg
zadang doktadno$é.
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UWAGTI KONCOWE

1. Przedstawlone w rozdziale I kryteria optymalnoéci planu
eksperymentu, majgcego na celu estymacje wspéiczynnikéw
91, 82, cee s 6 lub estymacJe caXe] funkcji regresji
(1.2), okreélajg pewlen wachlarz pozadanych wtasnodci
estymatorédw tych wspbiczynnikéw lub estymatora funkec ji
regresjl. Eksperyment majgcy na celu estymaoc je wspbx-
czynnikéw 0, 8, «cc , 8 funkcji (1.2) =zaleca sig
realizowaé zgodnie z planem speiniajacym kryterium A -
optymalnofci lub kryterium D — optymalnobci. Ekspery-
ment majgcy na celu estymacje catej funkcji regresji
(1¢2) 2zaleca sig¢ realizowaé wedlug planu speitniajacego
kryterium G - optymalnofoi lub kryterium I - optymal-
noSci. W réznych przypadkach szczegélnych plan ekspery-—
mentalny speiniajgcy okreslonme kryterium optymalnodci
speinia réwniez inne kryteria optymalnodci.

2. Dla przypadku, gdy funkcja regresji jest liniowg funkec jg
Jednej, dwu lub - ogélnie — m zmiennyoh kontrolowanych,
natomlast obszar obserwaoji jest odpowiednlio odcinkiem
prostej rzeczywistej, kwadratem na ptaszczyinie, kostkg

lub prostopadio$cianem m-wymliarowym, zaprezentowano w

rozdziazach II - V plany eksperymentalne, ktére speinia-—

jg okreSlone kryterla optymalnoéci.
3. Wykonane pordéwnanla — ze wzgledu na kryterium G - opty-

malno$ocl — eksperymentéw realizowanych wediug plandw

optymalnych 2z eksperymentami biernymi, w ktérych obser-

wac je rozmieszcza sig¢ w sposéb losowy, dowodzg wysokie]
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efektywnoscl plandéw optymalnych (por. tablice 2.1,

3.1y, 641 1 6.2). Przy zadanej liczebnodcl préby wykona-
nle obserwacji zgodnlie z planem optymalnym pozwala zna-
cznie (w zbadanych przypadkach co najmniej dwukrotnie)
poprawié dokXadno$é estymacjl (por. tablice 2.1, 3.1

1 6.1). Podobnie, przy ustalonej doktadnodci estymac ji,
zastosowanle planu G - optymalnege pozwala w zbadanych
przypadkach na zmnlejszenie liczebno$ci préby co najmnie
o okoxo 60% w poréwnaniu z liczebnodclg préby konlecz-—
ng w eksperymencle biernym (por. tablica 6.2) . Wyniki
badah zrealizowanych przy pomooy komputera wskazujg réw-
niez (por. tablice 6.1 1 6.2) na wlelkle znaczenle
eksperymentu quasioptymalnego, ktéry stanowli praktycznie
mozliwg aproksymaoje eksperymentu przeprowadzonego $oidle
wediug planu optymalnego. Planuje sle przeprowadzenie
analogicznych badafi efektywnoécl eksperymentu rdéwnies

ze wzgledu na inne kryterla optymalnoséci.

W kregu zainteresowafi autora znajdujg sle problemy ko-—
nstrukcji planéw eksperymentalnych dla innych postaci
funkc ji regresjl (np. funkcji kwadratowej wlelu zmiennych)
oraz lnnych obszardéw obserwacji. Ponadto dostrzega sig
potrzebe rozwigzanlia tych zagadnieh przy zalozeniu, ze

obserwac je sg skorelowane.
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begin
comment program generowania losowych i quasioptymalnych planow
eksperymentalnych;
integer c,e,i,j,k,ko0,1,1p,18dk,Lw,N,n,w,wi,wie;
real 4,d4N,dr,glvarx,glvaralfa,sl,sq,sll,sqli,val,vaq,vlN,vql;
real procedure unif;
begin

glvarx=glvaralfaxglvarx;

unifi=glvarx=glvarx-entier(glvarx)
end unif;
procedure inveri(n,a,fail);

value nj;

integer n;

array a;
label fail;
begin
integer i,ik,i1,3,31,k;
real x,y;
for i:=1 gtep 1 until n do
begin

i1=i47;

for j=i step 1 until n do

begin

J1=j+1;

x=ali, j1;

ile=i-t;

for k=1 step 1 until ik do x=x~a[j1,k]=al[i1,k];
if j=i then begin

if x<0 V x=0 then po to fail;
alil,1il=y=1/sqrt(x);
end j=i
else al[j1,1i]=xxy

end j
end ij
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for i:=1 step 1 until n do
for j=i+1 step 1 until n do

begin
x=0;

J1=j+1;
for Ic=j-1 step =1 until i do w=x~al[jl,klxalk+1,i];
a[j1,i]:=x><a[j1,j]
end j,i;
for i=1 step 1 until n do
for j=i step 1 until n do
begin
x=0;
Jj1=n+1;
for k=j+1 step 1 until j1 do x=x+alk,jlxal[k,i];
alj+1,i)=x
end j,1

end inverl;
read(glvaralfa,Lw);
glvarx=, 12345678901;
w=15
wymiar: read(k,lsdk);
begin
integer array W[1:2tk,1:k];
array DL,DQ,d1,dqQ,L,Q[1:301,M[0:k+1,0:k],MO0[0:k,0:k],X[0:k],
al1:k+2,1:k+1];
X[0J=1;
for ko=1 step 1 until k do
begin
e=21 (k=ko);
c=wie=0;

for:for wi=wie+1 step 1 until e+wie do
if c=2xentier(c/2+.1) then W[wi,koJ=1 else W[wi,ko J==1;
c=c+1;
wie=wie+e;
if wie<2tk then go to for
end generowanie W;
i=1;



— 419 -

efekt:read(N,1p);
ci=1:=1;
liczba:ni=N;
j::‘] 5
for wi=0 step 1 until k do

for ko=wi step 1 until k do H[wi,ko]=0;

comment Ponizsza instrukcje warunkowa nalezy pominac
lub zastapic <WARUNEK> wyrazeniem logicznym
zawierajacym zmienne k,1,M;
if <WARUNEK> then
bezin
format(¢12?);
print(‘?????DOKLADNOSCuu',k+1,‘/‘,R,‘uuuuuPLAH‘);
if c=2 x entier(c/2+.1) then print(‘uQUASIOPTYMALNY??7uu?)
else print(‘=LOSOWY???w’);
format (fwrannX1?);
for ko=1 gtep 1 until k do print (ko );
line(2)
end;

wersja:if c=2 x entier(c/2+.1) then zo to wersjaz;
for e=1 step 1 until k do X[el]=2 * unif - 1;

go %o xj
wersja2: for e=1 step 1 until k do
begin
d:=unif;
if d<.5 then X[e]=.4xd-1
else X[el=.4xd+.6
end;

comment Decyzja o pominieciu lub odpowiednim zastosowaniu
| ponizszej instrukcji warunkowej musi byc identyczna
z decyzja podjeta w wyniku komentarza poprzedniego;
x:if <WARUNEK> then
begin
format(€123*);
print (j);
format(fu=1,234");
for ko=1 gtep 1 until k do print (X[ko]);
line(1)

end;
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for wi=0 step 1 until k do

for ko=wi step 1 until k do
M[wi,ko)=l[wi,ko]+ X[wi] = X[kol];
if j<n then begin

= 3413
£o o wersja
end; -
for wi=0 step 1 until k do

for ko=wi step 1 until k do alwi+1,ko+1 J=l[wi,ko];
inver1(k+1,a,fail);

for wi=0 step 1 until k do

for ko=0 step 1 until wi do
-begin
1:0[vi, ko J=a[wi+2,ko+1];
1:0[ko, wi J=1i0 [wi, ko]
end;
d&=0;
e=21k;
for wie=1 gtep 1 until e do
begin

for ko=C step 1 until k do

begin
X[ko }=MO[GC,ko];
for wi=1 step 1 until k do
‘X[kol=X[ko ]+W[wie,wi] iO[wi,ko]
end;
dr=X[0];
for wi=1 step 1 until k do dr=dr+X[wi]<W[wie,wil;
if dr>d then d=dr
end maksimum;
X[0o]=1;
if n=N then begin
if c=2xentier(c/2+.1) then dQ[1J=d else dl[1I=d
end;
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if d&>(k+1)/N then Dbegin

e=entier(N-(k+1)/d);

if e=0 then n=n+1 else ni=n+e;
J=3+15

go to wersja

end;
if c=2=xentier(c/2+.1) then go to gq;
L[1)=5;
DL[1 }=d;
ci=c+13;
2o to liczbaj
q:Q[1J=j3;
DQ[1]=4d;
ci=c+1;
1=141;
if -(1>1p) then go to liczba;
line(20);

format (¢ WYMI ARu=u 2eraNu=u1 200w DOKLADNOS Cu=u1, 2347 ) 3
print (k,N, (k+1) /I, ¢ 22 2somannnnings? ) ;
print(‘PLANuLOSOWYuuuuuuuUHHUUHUHHUUUUPLANuQUASIOPTYMALNY’);
print (¢ ? 2uo ] prasnnsud o iumoo o dooeas ) ;
print (¢ wransTpucnscn o dNuouuon s d 2?2 ) ;
format (fLrans1200111, 23400123000, 23 Jonnans? )
for 1:=1 step 1 until 1p do
print(1,d1[1]1,L[1],DL{1],1,dq[1],Q[1],DQ[1], *?*);
sl:i=sg=val:=vag=sllli=gqli=v1N=vql:=0;
for 1=1 step 1 until 1p do
begin
sli=s1+L[1];
val:=val+L[1 ]J=<L[1];
sq=8q+Q[1];
vag=vaq+Q[1]=Q[1];
slit=g1N+d1[1];
VIN=vIN+d1[1]=d1[1];
sqli=sqN+dQ[1];
val=vqN+dQ[1 1=<dQf1 ]
end;
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sl:=s1/1p;
8q=8q/1p;
g1N=g1N/1p;
sqlt=sqll/1p;
val:=val /1p-slxsl;
vag=vaq/lp~sqgxsq;
V1K=v1N/lp~sllixslli;
vqli=vqlN/1p~sqlxsqli;
format (111, 234wwa123, 4unasnscnanssswnnnns’);
print(¢??Sredniaws®,sl1N, sl, sql, sq) ;
print (¢ ?Wariancja’,vlN,val,vqli,vaq);
print(‘?Odchustuu’,sqrt(le),sqrt(val),sqrt(qu),sqrt(vaq));
1=i41;
if i>1sdk ihgg w=w+1 else go to efekt;
if w<lw V w=Lw then go to wymiar;
fail:end
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WYMIAR = 2 N = 8 DOKLADNOSC = .375

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp an n d Lp dN n d
1 1.461 28 371 1 .765 17 . 345
2 1.278 27 « 374 2 .678 14 . 368
3 1.245 26 .323 3 1.377 16 «335
4 1.237 24 . 356 4 1.365 15 .336
5 4.665 24 . 362 5 749 15 .363
6 1.445 24 . 370 6 .635 13 . 343
7 3.361 25 . 355 T 135.432 15 . 358
8 2.057 24 . 342 8 289.785 16 . 373
9 5.777 25 . 359 9 1.364 20 «291
10 2.090 27 . 347 10 .673 14 . 368
11 1. 406 19 . 368 11 1.774 19 . 346
12 1.635 26 . 348 12 1.705 20 <311
13 3.168 31 . 369 13 . 740 13 . 368
14 1.600 28 . 363 14 . 765 13 . 341
15 4.213 37 374 15 .660 11 . 375
16 1.451 26 . 365 16 1.244 18 . 294
17 1.982 27 .370 17 772 19 .339
18 . 738 17 . 374 18 . 719 17 . 316
19 3.450 21 .« 366 19 .684 16 . 321
20 3.969 24 374 20 1.596 14 . 336
21 2.284 25 « 370 21 « 597 14 . 359
22 1.689 24 374 22 o137 13 . 299
23 1.451 27 « 357 23 .670 13 . 358
24 1.297 20 . 361 24 .662 15 . 356
25 1.318 23 «336 25 2.929 17 . 328
26 1,507 20 .364 26 1.792 14 . 365
27 3.673 26 353 27 .620 12 « 372
28 2.798 26 . 369 28 1.888 15 . 340
29 1.755 37 «334 29 . 760 21 « 360
30 3.354 29 . 370 30 .640 14 343
Srednia 2.312 25.6 15.159 15.4
Wariancja 1.479 18,2 3182.099 6.2
Odch st 1.216 4.3 56.410 2.5



— 124 -

WYMIAR = 2 N = 12 DOKLADNOSC = .250

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY

=
‘g

danN n d

=t
o]

dN n d

1,986 33 .238
.838 35 «243
2,990 40 .240
2.125 29 «243
.703 3 .232
. 786 30 .239
1.429 32 « 237
1.156 44 .239
1.079 37 . 245
.873 39 . 244
971 38 «245

. 407 17 .220
. 356 19 .248
.563 20 .238
.564 18 . 244
. 378 20 .244
.016 26 .221
.398 20 . 207
. 386 20 .232
. 352 17 .248
. 381 16 .223
.872 22 .226

-
cwoIonHwN =
-—

JRSL N Y

P W W N N U U W §
Y
—_—

1.556 40 . 231 12 . 378 18 243

1.278 39 .248 13 « 947 20 .244

1,040 39 .233 14 . 401 20 .245

.993 37 .236 15 . 358 17 . 249

2.582 39 . 247 17 . 398 21 . 241

.910 40 . 249 18 .376 19 . 208

.985 30 .233 19 .533 20 .249

20 .930 31 .245 20 « 391 17 . 247

21 .710 37 . 249 21 579 20 .249

22 .868 31 237 22 .532 20 .237

23 .868 37 . 248 23 .292 17 .213

24 . 750 38 . 246 24 .398 20 . 249

25 1,102 31 . 246 25 .548 18 .250

26 1.270 46 .210 26 .398 22 . 237

27 . 969 34 . 248 27 . 386 18 . 209

28 .863 40 . 241 28 547 19 . 247

29 .873 36 .232 29 1.074 24 .230

30 1.891 36 .232 30 . 399 20 .249
Srednia 1.222 36.2 - 499 19.5
Wariancja  .306 1745 .042 4.4
Odch st «553 4,2 . 204 2.1
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WYMIAR = 2 N = 16 DOKLADNOSC = .188

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 .969 41 .183 1 . 261 26 . 186
2 . 880 44 . 187 2 . 325 22 .183
3 1.024 43 . 187 3 . 450 34 .183
4 . 621 53 . 186 4 . 743 27 . 154
5 .570 47 .175 5 .443 26 .164
6 .928 41 . 187 6 . 252 22 . 181
7 «482 43 187 7 .639 35 . 158
8 . 785 41 . 187 8 351 30 .166
9 .673 43 .182 9 . 262 23 . 164
10 «512 49 .178 10 . 328 23 . 168
11 721 52 .185 1M .433 26 . 186
12 1.343 48 . 187 12 . 326 24 . 186
13 671 40 . 166 13 . 321 26 .178
14 «430 42 170 14 . 449 29 . 169
15 . 568 57 176 15 s T17 33 .184
16 . 506 45 .183 16 . 341 28 174
17 1.046 59 187 17 . 723 32 .184
18 979 64 . 187 18 « 266 28 «175
19 .855 48 .182 19 .428 24 .183
20 . 705 55 .180 20 . 354 27 .158
21 .881 51 . 184 21 «323 29 . 179
22 .638 46 . 186 22 . 252 29 . 166
23 .836 44 .183 23 « 357 32 .168
24 1.112 52 . 181 24 . 266 26 .163
25 . 710 45 . 187 25 . 338 27 .184
26 732 53 . 187 26 .671 33 . 184
27 « 585 41 . 187 27 . 346 27 . 185
28 <727 56 . 186 28 . 349 29 176
29 . 786 48 179 29 322 23 . 187
30 «457 40 . 180 30 . 280 26 .163
Srednia . 758 47.7 « 397 27.5
Wariancja « 045 38.3 .022 12.5
Odch st 0212 6.2 . 147 3.5



WYMIAR =

)

PULWNOWVODYIONPWN

PR NS NS NS N N

Srednia
Wariancja
Odch st

2

N = 20 DOKLADNOSC
PLAN LOSOWY

dN n d
«430 60 «150
503 65 . 146
.406 58 . 146
.633 63 .. 140
424 60 .133
.418 68 . 142
443 56 .145
486 56 142
<541 56 141
<461 47 .148
.318 49 . 146
.581 57 143
415 62 . 148
«599 56 148
576 65 147
o534 57 «145
549 56 147
«572 61 150
«550 59 « 145
.526 55 .148
421 59 « 147
«915 64 « 146
«T11 60 139
417 53 . 147
«593 63 .148
491 58 . 148
.634 59 . 149
«542 52 «143
. 408 58 . 144
515 58.6
.014 21.9
o117 4.7
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. 150

2

woJonPwn =

10

PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

« 240
247
.194
.253
425
.230
.282
287
202
.195
252
« 302
230
. 201
. 197
o242
308
<542
« 304
198
.305
. 204
. 256
434
o241
.306
e 231
.342
. 201
. 288

271
.006
.079

n

30
39
25
39
34
31
34
34
25
29
29
39
28
27
30
32
30
35
30
26
32
31
37
35

d

«145
.134
. 146
.143
.138
147
.138
141
.148
«149
«140
.. 148
149
144
.149
.150
. 143
146
.148
. 141
. 145
<137
. 142
«139
.138
. 149
139
144
. 150
.150



WYMIAR =

[
g

LNV OVOIO0ONIRWN =

-_

15

Srednia
Wariancja
Odch st
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2 N =24 DOKL ADNOSC

PLAN LOSOWY

dN n d
. 360 67 124
442 66 .124
. 389 68 .123
543 64 .125
. 402 70 .124
«543 70 .123
572 69 .125
« 405 71 .123
. 387 69 117
$ 377 67 .125
.353 72 .123
« 339 64 . 125
.509 67 .120
« 429 76 .123
e 311 60 «119
433 69 .124
323 70 . 121
. 364 68 .119
« 371 61 .124
. 596 66 121
. 187 67 .118
. 426 72 .122
. 361 59 L1117
. 386 65 .125
475 70 .124
478 61 . 120
.394 67 .125
<377 68 . 125
.334 T4 . 124
. 409 62 . 125
429 67.3
.010 15.9
.099 4.0

= ,125

L

o

woJIovmpswnN =

10

PLAN QUASIOPTYMALNY

dnN

. 187
.216
. 187
.193
. 190
«259
. 265
. 348
.168
«253
. 289
.163
0310
.199
.180
. 229
.161
. 166
.190
.218
. 224
.218
.187
.233
.162
. 195
.226
. 178
. 188
. 220

L] L] .
oo
G2 N \ORWY)

n

37
34
37
36
36
36
38
45
38
37
44
29
44
40
37
41
33
35
37
35
36
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WYMIAR = 2 N = 28 DOKLADNOSC = .107

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY

|
o}

dN n d

.343 74 .107
«391 74 .102
.318 79 .107
+565 83 .106
«359 70 . 107
.269 84 . 104
«393 7 . 107
.313 79 .106
294 T4 . 106
.352 7 .106
«415 71 « 105
«329 87 .104
.452 70 . 105
«385 70 . 105
<457 84 107
306 81 . 104
«465 80 . 105
« 302 84 . 104
414 90 107
«273 71 .106

dN n

)

. 159 42 .
«153 38 .

[0 YK QN G Y G G WS QK Qi §
owvwoYoVMPdWNH 20V IONPWN =

[0 QU QL QY QT G QT G S N
owvo-yonnbPbwWNHL20VOIoONNNIPWND =

21 «358 73 . 105 21 «239 52 .098
22 <467 89 .106 22 . 146 45 101
23 . 280 82 . 106 23 . 154 40 . 107
24 «320 90 .103 24 .156 44 107
25 +476 68 . 106 25 147 39 .099
26 « 351 80 . 107 26 «199 44 . 105
27 . 244 78 .105 27 «150 39 .098
28 .498 98 . 105 28 .155 44 .105
29 . 312 81 . 105 29 142 39 .102
30 . 286 69 . 106 30 « 149 43 .096

Srednia . 366 78.9 . 164 41.6

Wariancja .006 53.0 .001 16.8

Odch st .078 Te3 .026 4.1

.153 40 .098
. 156 40 .102
. 155 36 .105
214 55 .106
. 176 41 .102
167 38 .101
.178 43 .107
.139 38 .102
0212 46 . 106

.189 40 . 104
.152 42 .106
+136 37 .103
<157 41 . 106
.153 42 . 106
« 207 41 . 101
«135 36 .104
.158 43 . 104
132 39 .106
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=
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Srednia
Wariancja
Odch st

2
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N = 32 DOKLADNOSC
PLAN LOSOWY

din n d
.282 104 .092
.385 95 .093
.275 82 .091
. 350 96 .092
. 308 81 .088
.299 90 .092
.308 84 .094
.290 81 .093
. 269 81 .094
.369 107 .093
« 271 91 .093
414 86 .093
. 330 104 .094
« 381 83 .093
. 327 95 .093
. 336 96 .093
. 300 89 .094
. 299 87 .094
416 109 .092
« 367 87 .092
. 245 90 .093
. 269 88 .087
.240 76 .094
. 326 88 .090
«243 76 .092
.281 82 .092
«339 111 .092
. 256 81 .093
. 308 89.6
.003 88.4
« 051 9.4

.094

tt
o]

VAW 200V wn -

-_eed

PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

.186
<179
.130
.143
. 146
. 119
. 125
. 256
.136
. 144
131
.130
0132
.183
.134
. 221
.158
. 147
.132
.130
. 249
.130
.167
0169
. 132
. 120
0168
. 146
. 131
.133

.154
. 001
.035

n

49
58
49
45
45
45
47
52
49
43
45
46
47
47
49
50
51
49
43
48
53
48
53
51
45
41
58
43
51
52

48.4
1643
4,0

d

.094
. 090
. 087
.090
. 088
. 089
.094
.083
.094
. 091
.090
.094
.093
. 086
.093
.091
. 091
.093
. 089
. 088
0091
.093
. 087
.090
. 091
.094
.094
.092
0091
. 087
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)

[ JPE YU QU G QU G G G NI NI
owOYoO\WINHWNH200VOIoONRWN =

N N
N =

NN N
o\~ W

27
28
29
30

Srednia

Wariancja

Odch st

—120 -

3 N= 8 DOKLADNOSC =
PLAN LOSOWY
dN n d
3.012 29 485
3.081 23 .468
1.911 27 .494
4.934 28 «485
4,080 37 473
Te212 31 .484
6,972 28 .499
2.109 28 «451
5.215 29 . 461
3.422 33 475
1.355 28 .483
3.533 33 . 390
6.176 44 447
4,830 27 «459
4.724 38 .483
3.190 29 . 488
4,536 26 .448
3.221 31 <497
2.629 27 .483
6.645 33 <497
6.458 31 «495
2.416 27 JATT
T.490 28 . 487
4,748 30 476
T.T795 31 .478
4,929 34 .468
13.749 29 . 425
2.801 33 . 460
2.768 36 <475
15.605 30 .452
5.052 30.6
9,709 17.2
3.116 4.1

500

)

G G T U QU QU
oMPHPwLWNL=200VOI0NHEWN =

==
owo

NN
N =

NN NN
oo~ Ww

30

PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

.921
1.929
1.045
5.966
2.186

. 949
1.045
2,722
2.622
1.655
1.716
1.636
2.151

.960
5.182

.932
2.263
3.023
1.269
1.828
1.566
1.675

. 972
1.286
1.604
5.029
2.128
2.545

218,625

9.278
1512.832
38.895

17

- ) e -

21

d

.460
474
«435
<475
.403
465
.413
.464
. 458
.494
.482
«431
.453
.498
471
466
. 469
.498
462
«499
<476
.468
459
414
<476
474
496
<397
. 487
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13

Srednia
Wariancja
Odch st

3

N = 12 DOKLADNOSC =
PLAN LOSOWY
an n d
1.983 41 .330
1.767 41 « 320
2,768 31 .328
2.150 43 327
2.163 48 «333
1.738 46 .320
1,270 40 . 322
1.692 45 .321
1.561 39 .328
1.827 36 . 308
1.520 46 . 311
2,042 46 . 303
2.049 42 . 310
2.492 46 .333
5.293 37 . 328
2,238 A4 .333
1.094 42 . 309
1.770 49 . 322
1.435 36 . 331
2.230 51 . 324
2.067 45 .331
1.362 40 .332
2.840 44 .330
2.368 41 .333
3.071 50 .333
2.293 41 331
1.733 36 « 329
3.604 46 . 306
1.454 44 311
2.122 42.7
.638 20.5
. 799 4.5
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«333

L

g

woNonHwn =

10

PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

571
1,278
. 595
.828
1.324
.535
«546
1,136
1.392
.798
1.505
.886
2.186
1,122
1,100
1.364
.686
1.657
.621
o 742
1.946
1.528
1.680
1,041
OTT
2.147
1.266
1.529
.968
.815

1.149
.218
.467

n

19
31
25
24
24
19
21
28
25
27
31
20
27
24
26
32
25
24
20
25
26
24
29
30
24
22
25
28
25
23

=N
W -,
° o
~O0-

d

. 322
0327
.318
« 323
311
«324
0323
. 261
. 308
0267
. 273
. 325
«319
. 327
<317
.326
. 306
. 292
. 284
.318
. 283
. 31 4
.332
.235
. 324
. 282
.278
. 303
«333
.296
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|
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17

Srednia
Wariancja
Odch st

3

N =16 DOKLADNOSC
PLAN LOSOWY
dN n d
1.654 58 «248
1.434 46 249
. 800 47 « 249
1,160 43 244
1.572 59 .250
.804 51 248
813 52 .230
1.076 50 « 249
2.060 63 233
.680 51 232
2.065 55 .246
2.268 57 .249
1.192 61 .238
2.250 65 «246
1.187 54 «239
871 51 . 230
1.634 59 247
1.574 53 . 247
1.505 48 «.245
.846 53 243
1.848 57 « 247
1.545 59 o241
1.796 55 « 249
1,264 49 « 249
1.240 66 0232
1.209 50 250
2.27T7 T « 240
2,242 55 242
.932 53 «249
1.008 46 « 246
1.427 54.6
0242 40.4
«491 6.4
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PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

<354
.548
1.059
<937
+459
.383
«453
.438
.632
«879
« 137
383
.838
.404
.484
812
662
« 131
.885
.436
«443
445
.623
. 735
462
<417
.930
.654
.593

.621
.040
«199

n

27
38
32
32
23
25
31
30
31
35
30
26
24
32
29
25
32
30
26
40
28
33
26
25
26
38
24
32
38
32

30.0
20.9
4.6

. 224
215
«233
231
. 246
. 227
.207
224
.248
«249
248
227
«243
0242
«245
.248
241
241
«245
«244
222
234
242
. 248
222
«224
.214
. 246
. 246
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WYMIAR = 3 N = 20 DOKLADNOSC = 200

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 . 742 76 197 1 375 35 . 181
2 1,083 67 .194 2 . 306 34 . 189
3 1,082 71 .188 3 . 407 37 .198
4 .820 69 .198 4 .561 41 .196
5 . 781 63 199 5 . 343 33 .194
6 1.170 57 197 6 377 45 .192
7 1,060 60 .186 7 .372 29 .192
8 1.189 65 .196 8 464 34 .182
9 1.124 80 . 195 9 . 354 31 . 195
10 1.196 69 .192 10 .332 35 .195
11 .894 59 .196 11 442 40 193
12 .824 64 . 197 12 .286 30 .194
13 1.503 62 .199 13 «415 35 . 197
14 1.027 63 . 199 14 . 379 33 . 194
15 713 65 . 197 15 413 34 .179
16 .614 72 .193 16 479 33 . 199
17 «959 69 . 191 17 . 343 33 191
18 1.446 78 .188 18 .330 32 . 180
19 . 744 71 . 195 19 « 332 36 . 194
20 . 748 56 . 199 20 . 376 29 .199
21 .738 65 «191 21 . 281 33 . 181
22 .580 55 .190 22 «291 27 . 197
23 .818 68 .199 23 . 385 41 .19
24 1.442 60 .198 24 « 359 33 195
25 .878 61 .200 25 .576 33 179
26 .964 57 <197 26 .562 37 .194
27 .923 70 . 200 27 .607 36 .198
28 .825 63 199 28 434 35 . 180
29 .710 57 .199 29 .450 42 .199
30 1,037 65 .186 30 .811 35 .191
Srednia . 955 65.2 415 34.7
Wariancja . 056 40.6 .013 15.7
Odch st . 237 6.4 .113 4,0



WYMIAR =

2

VOJONPWN =
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Srednia
Wariancja
Odch st

3

N = 24 DOKLADNOSC =
PLAN LOSOWY

aN n d
579 76 .163
«507 69 160
«455 73 . 166
.564 76 167
. 710 92 .165
.017 89 . 165
«510 73 . 165
.695 81 .166
579 76 . 165
.849 80 .156
.664 93 .159
. 746 73 . 160
.830 73 .165
. 542 76 .163
«944 83 .166
.560 78 .165
.061 100 166
558 77 .163
.622 89 e 167
«837 95 161
929 94 .166
. 750 83 .164
553 T2 .166
.615 81 .165
.835 70 166
.638 87 166
« 587 73 . 164
.588 76 «159
. 768 7 . 166
.563 74 . 165
.689 80.3
.025 677
.159 8,2
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PLAN QUASIOPTYMALNY

daN

«292
.282
<371
276
«267
.458
«229
. 283
271
«351
«299
307
« 305
« 357
37T
«537
«297
.363
«352
« 370
.302
.258
«305
.384
« 289
.328
305
«509
«310
<349

«333
. 005
.069

n

37
40
43
35
39
49
39
39
41
A7
41
46
35
44
43
49
34
37
44
43
47
42
48
42
43
43
40
51
35
41

-
S0
RV

. 164
.164
«151
. 156
153
.163
.154
.163
.163
. 166
.149
.163
«159
. 166
.142
161
.165
.164
.164
.144
.162
162
.161
.163
.162
«149
.163
.158
.153
. 164
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Srednia
Wariancja
Odch st

3

N = 28  DOKLADNOSC
PLAN LOSOWY

aN n d
. 650 83 .142
«456 83 <137
913 87 140
491 79 . 142
889 84 142
644 92 . 140
.508 83 <141
«556 87 « 142
«569 99 o142
.630 107 143
<496 95 . 140
593 99 «131
.660 91 142
731 89 «140
474 91 o141
627 95 «134
. 580 78 . 142
.565 91 « 142
.632 92 «134
<455 81 «136
«469 80 <141
.805 96 .139
. 486 78 .138
T 103 .140
617 85 142
.538 75 .143
.615 96 . 140
574 93 . 142
537 96 142
.508 86 .143
.599 89.1
.013 61,1
.1 6 7.8
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PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

«219
«235
234
.288
267
«319
312
«256
.285
239
277
«269
«302
431
. 258
..208
«330
« 246
.216
317
.215
.233
«238
«220
.203
. 281
272
.234
243
«231

.263
.002
.047

d

. 136
« 142
141
. 140
.129
142
.138
131
..140
. 138
«134
.136
123
«143
. 140
. 131
142
. 129
«139
.143
. 141
«131
.138
«133
.136
.133
.136
.143
«139
«140
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Srednia
Wariancja
Odch st

3

N = 32 DOKLADNOSC
PLAN LOSOWY

dN n d
.629 113 .120
. 383 95 . 124
.512 104 .125
. 365 84 .125
e 471 111 .121
427 92 122
<446 107 . 124
.464 103 .125
<491 104 .124
. 485 100 .122
.571 108 117
452 98 . 124
.493 10 .125
. 522 119 .119
« 360 92 .124
372 81 . 124
. 446 106 .120
424 88 . 124
. 629 93 . 125
.625 96 .124
.524 101 .124
. 546 105 .116
443 104 .125
375 86 . 122
<371 104 .124
. 494 89 .123
. 465 95 .125
559 107 .123
.505 87 .124
« 475 99.0
.006 80.5
077 9.0
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PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

.238
.298
.183
.252
. 222
212
.233
197
. 204
. 174
0330
213
«320
-327
. 187
.230
.218
.224
.219
. 190
276
211
.162
. 202
. 246
e 225
. 186
. 250
«324
.192

« 231
. 002
. 047

n

52
57
26
64
45
48
55
51
50
49
55
28
62
54
47
52
46
55
60
50
51
49
45
46
69
50
47
54
58
58

52.4
34.8
5.9

.123
-116
. 122
.123
.125
. 121
. 120
«115
<117
0125
. 120
0124
0124‘
.123
122
. 122
.124
. 121
. 122
122
123
.123
.116
. 114
<117
«125
. 124
0114
.124
.118



WYMIAR = 4 N = 8 DOKLADNOSC

PLAN LOSOWY

Ip dNn n d

1 4,910 35 . 606

2 41.384 33 .590

3 T.486 31 573

4 T.453 31 542

5 8.879 31 .611

6 6.181 34 .602

T T.T07 35 STT

8 5.261 36 572

9 6.823 36 .610

10  45.229 35 .603

1 10.373 28 .605

12 8.770 30 .568

13 7.205 39 571

14 17.087 36 «595

15 8,030 32 «612

16 18.908 32 .602

17 3.522 33 .602

18 146,322 29 .619

19 7.639 44 572

20 5.318 28 623

21 3.541 40 «599

22 22,000 38 538

23 3.924 29 613

24 2.554 29 620

25 6,512 29 «621

26 65.695 39 «576

27 3.839 33 «590

28 9,089 31 576

29 41,244 32 .624

30 5.424 31 .623
Srednia 17.944 33.3
Wariancja788.315 15.0
Odch st 28,077 3.9
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22
23
24
25
26
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28
29
30

PLAN QUASIOPTYMALNY

aN

4.847
4.733
2,647
4,288
2.479
4.697
6.755
1,393
3.089
6.361
1.287
13.443
3.041
T.785
173
.402
.954
. TT74
.328
.873

8.688
12,737

3.224

3.257

5.627

3.057

6,135
117.839

5.326

6.186

9
4
2
4
3
3

8.914
417,216
20,426

d

.620
535
.623
523
587
596
576
552
.550
557
495
609
534
.605
549
532
<597
.600
.582
.621
.583
.580
.624
.566
.603
.600
«595
525
.605
.614



-1%8 -

WYNIAR = 4 N = 12 DOKLADNOSC = .417

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n. d Lp dn n d
1 5.443 59 . 354 1 1.101 19 «403
2 5.684 49 412 2 1.763 21 « 402
3 2.250 46 . 405 3 3.004 33 416
4 5.851 45 . 409 4 1.492 33 « 395
5 1.519 50 414 5 1.532 25 410
6 6,684 43 415 6 1.364 34 « 373
7 3.623 42 «410 7 2.265 38 373
8 2.484 35 .40 8 1.460 27 . 390
9 6.389 39 414 9 2.156 31 « 405
10 T«387 48 <413 10 1.775 32 . 326
11 2.103 46 .413 11 1.978 28 . 369
12 5.584 54 412 12 <967 2 415
13 1,607 37 416 13 1.796 30 . 407
14 3.563 63 . 380 14 1.786 26 . 353
15 3.964 49 . 390 15 2.234 28 . 350
16 4.793 47 «411 16 2.272 25 . 380
17 3.892 55 414 17 2.284 26 . 408
18 10,563 60 . 382 18 2. 307 26 416
19 3,096 41 416 19 "1.899 25 412
20 3.364 46 . 410 20 .970 30 ¢ 377
21 3.012 46 . 400 21 2. 417 27 . 401
22 3.618 37 « 400 22 1.075 22 . 388
23 2.514 46 . 398 23 1.610 24 « 398
24 3.161 48 «414 24 3.323 27 e 411
25 9.800 50 <415 25 915 23 . 386
20 3.408 47 . 408 26 .993 32 « 390
27 6.311 52 417 27 2.314 22 416
28 2.819 46 . 394 28 3.011 22 « 377
29. 3.811 43 «410 29 1.600 31 « 360
30 2,775 41 416 30 2.587 26 312
Srednia 4,369 47.0 1.875 2742
Wariancja 4.785 42,7 400 19,2
Odch st 2.187 6.5 .633 4.4
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Srednia
Wariancja
Odch st

4

N =16 DOKLADNOSC =
PLAN LOSOWY

dN n d
1.235 53 . 309
2.580 69 312
1.364 62 «290
3.364 62 e 311
1.915 65 «301
2. 189 68 312
6.929 56 . 307
2.279 58 . 308
2,057 61 . 300
2,050 61 312
1.932 58 . 294
2,709 57 312
1.867 69 .303
1.797 58 « 307
2.399 63 . 304
2.458 65 . 304
3.062 64 . 308
2.397 56 . 307
2.253 63 312
1.801 64 . 307
2.791 67 « 312
1.047 47 «310
1.633 68 « 307
1.695 58 . 309
1.807 58 . 306
2.942 61 312
1.930 60 . 309
1.310 58 . 310
3.213 61 . 309
1,691 57 «299
2.290 60.9
1.072 24.0
1.035 4.9
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PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

2. 046
1.267
1.487
.651
1.298
. 748
«555
1.168
. 966
0709
1.489
1.743
977
.969
0780
0707
1,011
1.002
1.004
1 0895
.823
1.360
« 941
.820
.562
1.345
1.503
974
.860

1,066
. 128
. 358

«251
. 267
n299
« 297
. 280
.298
296
. 289
0294
. 307
. 305
9289
.273
. 300
.284
0309
312
0280
. 287
« 250
. 302
« 311
0306
« 311
. 291
0299
.233
L] 31 O
. 269
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Srednia
Wariancja
Odch st

4

N = 20 DOKLADNOSC =
PLAN LOSOWY
aN n d
1.223 T4 . 234
1.518 69 . 250
1.345 72 . 246
1.124 80 . 245
1,790 77 . 249
1.065 72 .250
851 68 . 249
2.205 64 . 248
1.051 69 .243
1.498 75 . 247
1.542 61 . 245
1.107 63 . 240
1.066 66 . 250
1,685 63 . 248
1.293 82 « 242
1.146 77 .250
1.280 66 . 245
1.416 61 « 242
.988 68 . 247
1.924 64 . 244
1141 76 . 241
1.242 71 . 242
2.285 60 . 248
1.294 4 . 245
1.797 68 244
. 970 64 . 247
1.312 T4 . 242
1.119 79 . 249
1.035 69 . 250
2.265 66 . 245
1.386 69.7
. 150 35.7
. 387 6.0
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PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

. 762
564
.604
«542
579
474
.972
1.153
0913
.872
.583
.528
.460
0536
.608
.618
0568
.699
.423
0662
.510
. 661
0774
. 587
.898
.623
0866
.633
.763
. 481

.664
. 029
.169

n

45
36
37
45
45
35
48
41
41
48
40
36

38.9
20.8
4.6

d

. 248
.220
. 246
. 249
. 237
.236
.248
] 220
0244‘
.232
0249
.229
.236
.233
. 247
0239
. 249
.210
. 246
. 21 6
« 247
« 250
. 244
.238
. 201
«243
«219
. 222
. 241
. 245
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Srednia
Wariancja
Odch st

4

N = 24 DOKLADNOSC =
PLAN LOSOWY
dN n d
1.600 87 . 206
.853 86 . 206
2,217 99 . 206
.389 79 . 206
. 926 77 . 208
1.711 100 207
1.054 97 . 206
1.154 17 . 205
.635 88 . 206
1.221 73 . 207
.914 71 « 207
1.363 97 .202
1.510 93 . 204
1.181 102 .203
.990 76 . 205
1.284 87 . 208
1.091 92 . 208
.867 82 ., 208
.890 82 203
1.315 84 . 206
. 768 78 . 208
. 739 82 . 199
.904 75 . 208
997 99 . 208
.889 85 , 200
673 84 . 208
742 90 .203
.816 82 . 206
1,093 89 . 206
.758 80 . 208
1,068 85.8
« 117 T1.5
«343 8.5
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PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

. 368
. 485
.502
0436
«539
0350
. 506
«453
1.013
.560
.362
- 405
.509
.913
.548
. 407
0651
-394
0419
.526
.648
.393
«455
.413
.460
.526
«552
. 367
.T73
421

512
.024
. 154

d

0191
. 208
. 208
.194
. 207
. 201
.208
. 208
0197
.207
. 196
.203
. 207
. 190
.203
. 207
.186
. 208
.203
. 206
. 201
. 205
. 205
. 197
0182
. 205
.176
. 189
.208
. 205



NYMIAR =

)

N v
OVOINUTIRWLWN_20VOINNREWN =

N
-

NN NN
WO HWND

W
o

Srednia
Wariancja
Odch st

4

42—

N = 28 DOKLADNOSC =
PLAN LOSOWY
dN n d
1.063 87 175
. 757 94 177
. 798 101 JTT
. 845 107 .178
574 90 . 179
.867 88 176
1.390 96 .178
1,062 110 .179
. 134 98 o177
998 99 SATT
1.100 96 .178
.914 89 JATT
.859 93 176
.650 97 .178
1.054 95 .174
.666 90 .178
1.034 97 ATT
.660 103 .178
.685 92 .178
.868 89 174
1.145 106 .178
.550 88 .178
«T41 109 . 176
. 765 89 .170
. 647 89 .178
.871 103 .169
.634 88 LATT
933 108 .178
.867 104 .173
« 756 94 .178
.850 96.3
.036 50,1
190 Te1

. 179

)

[\ P Y G G G QT QN W QT QU Y
owvwoIoOWMpWN_0O0VOoNPHWLWNN =

N
s

22

PPN NN N
WO\ P+\W

W
o

PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

457
.338
¢ 331
«355
«309
397
«323
526
.370
¢ 345
.478
427
¢ 343
.318
.483
.362
«351
.496
. 267
« 344
«323
.408
.339
456
«363
356
.328
414
«294
.328

374
.004
.064

n

56
45
49
52
54
53
49
49
51
47
45
51
43
47
49
50
51
15
45
51
45
48
44
49
47
43
51
43
52
45

48.3
1 .9
3.4

d

175
.165
<177
.176
177
<171
170
<175
177
.168
.170
.178
.172
173
.178
<173
. 1178
<171
.178
.178
AT
.11
176
.165
<176
AT7
172
176
.178
.178
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Srednia
Wariancja
Odch st

4

N = 32
PLAN LOSOWY
dN n
.559 97
. 702 97
.611 100
. 647 113
.623 19
. 783 98
582 102
«513 110
.665 103
«585 102
.673 99
467 102
. 751 99
« 723 120
« 147 116
.601 98
«590 99
729 109

1,030 115
«517 101
671 120
.680 114
543 109
.915 96
. 715 105
.595 98
.633 98
. 641 98
669 133
«538 101
657 105.
.013 82.
. 115 9.

DOKLADNOSC = ,156

=S \0

.156
«149
.153
«155
«155
. 154
.156
151
.154
. 155
«155
«155
.156
-154
.156
2154
.153
«156
-153
.152
.154
149
154
.156
.156
153
. 156
. 155
.155
.145
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PLAN QUASIOPTYMAINY

dN

275
.362
369
«355
<291
.363
«270
«355
..286
.229
«329
«357
411
.422
.380
316
336
.279
«337
. 287
«394
309
.284
.383
274
274
«309
«256

325
.002
.049

n

60
55
52
58
50
52
67
55
49
53
47
59
52
54
67
62
50
55
49
57
57
55
51
51
53
66

.149
.156
<147
151
«155
.156
149
. 156
.150
.156
153
.156
147
.154
.148
.143
154
.154
154
.150
. 150
.156
.151
«155
. 146
.155
.154
. 154
.154
.156



WYMIAR = 5 N = 8 DOKLADNOSC

PLAN LOSOWY

Lp dN n d

1 47.648 42 . 710

2 12.586 29 . 710

3 9,607 34 . 709

4 20.376 35 .695

5 61.569 36 . 697

6 10,775 35 . 736

7 9.589 41 . T44

8 11.040 58 . 710

9 50.186 37 . 721

10 90.743 41 . 748

11 16,428 36 727

12 20,964 34 . 725

13 19.839 36 « 741

14 5.023 34 . 745

15 5.763 36 . 738

16 9.864 29 .732

17 31.106 36 . 7104

18 12.534 39 . 744

19 54.067 36 . 708

20 7.854 32 . 750

21 120,836 44 o117

22 6.361 31 . 743

23 28,481 43 . 740

24 .8.785 33 .725

25 9.758 39 .743

26 13.840 39 o712

27 31.314 42 .663

28 8.408 42 .691

29 8.922 35 . T43

30 12.525 35 . 746
Srednia 25.226 37.3
Wariancja706. 389 29.9
Odch st 26,578 565
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18
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22
23
24
25
26
27
28
29

dN

7.110
8,078
9.361
4,686
5.050
10.326
505.026
8.473
18.733
389,263
7.645
2.704
3,289
5.075
6.638
6.754
12.132
4,004
6.039
896,327
568,421
T.144
6.924
5397
5.317
6.453
293.147
5.370
8.0J9

30 6868,224

323.037

1522079.606

1233.725

n

22
22
30
21
24
20
25
23
20
23
29
27
21
25
22
23
21
19
20
22
19
25
28
25
25
25
26
22
21
25

n ow

@D Oow

PLAN QUASIOPTYMALNY

d

.668
.690
o748
.687
.650
.632
0734‘
0644‘
.626
712
. 743
.607
] 673
. 739
+ 725
] 643
071 5
.666
.708
L] 71 O
.640
0709
<137
0676
.700
.742
.624
.624
0733
.558
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Srednisa
Nariancja
ddch st

5 N =12 DOKLADNOSC =
PLAN LOSOWY
dN n d
4.150 58 «499
5.740 49 . 496
4,127 59 .498
6.069 58 «481
3.841 48 . 500
8.888 55 «492
3.163 63 « 499
5.523 51 475
13.399 49 « 499
11.398 48 «495
5.947 51 .496
8.285 47 . 494
5.828 53 <497
10.303 59 479
6.824 45 .498
3.097 45 . 488
4.146 51 . 485
4,685 60 497
3.613 50 .495
6.338 55 . 489
4,181 49 . 484
6.418 49 .500
4.805 56 . 496
14,745 64 . 480
9.068 49 . 492
6. 486 61 .434
8.646 62 .44
3.631 55 441
5.134 64 <427
6.446 53.9
8.521 32.4
2.919 5.7
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25
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PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

3.423
118.341
2,035
4,756
1.990
1.929
1.570

6.661
432,042
20.786

n

34
30
25
28
31
33
25
24
36
32
24
27
24
25
30
30
31
35
27
32
33
34
34
27
28
31
28
26
28
34
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« 391
<497
<476
. 465
.469
] 462
. 487
<474
. 437
- 499
449
«479
.483
-445
.430
.440
« 457
«50

o388
«495
. 479
(] 487
425
- 497
. 495
. 490
456
. 459
o471
.481
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WYIAR = 5 N = 16  DOKLADNOSC = .375

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY

(o
o]

an n d

o
Q

dN n d

.993 28 .353
1.012 37 .353
1.315 32 . 366
2.255 35 . 321
1,212 38 «357
1.870 47 . 345
1.471 36 . 357
1,846 36 « 340
1.491 29 . 365
1.123 36 . 362
929 38 . 375
1.491 37 «339
1.651 38 « 361
1.436 38 . 365
2.369 36 . 369
1.283 34 .332
1.431 32 « 351
1.827 35 .374
1.803 37 . 371

2.838 68 <371
2.614 67 « 351
2.368 66 375
2.011 53 . 373
3.795 61 . 374
2,270 58 . 361
3.130 67 .373
3.233 57 . 373
5.531 73 .370
2.635 65 . 369
2.046 59 . 375
2.595 12 « 374
5.575 62 « 350
2,587 68 333
1.764 63 373
3.875 63 374
2.690 54 . 375
3.342 70 .370
3. 201 74 .367

_—ed D D

NSTNS TSNS N ST O ) O J ) © JESK QU G G W

oUW LoV WD 20OV OIoONTIPRWND =
[ QT G G QT T QT G QU QRN
WoOoOgonMPwWNh—0WVOoOIoONPWN =

2.377 59 372 20 .899 30 . 347

3.471 70 . 370 21 2.264 37 . 374

4,034 62 . 363 22 1.483 36 .352

1.293 - 51 « 371 23 .679 26 . 360

4,009 66 . 356 24 1.599 35 . 367

5.804 60 . 360 25 1.786 40 . 340

2.312 66 . 361 26 1.988 36 . 361

2,182 60 . 368 27 .949 30 . 366

28 17.629 62 . 360 28 2.304 37 . 356

29 3.053 60 .355 29 1.150 32 . 366

30 1.896 62 .374 30 1.298 27 . 349
Srednia 3.539 63.3 1.507 34.8
Wariancja 8.029 32.1 .200 17.9

Odch st 2.834 5.7 <447 4,2
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WYMIAR = 5 N = 20 DOKLADNOSC = .300

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY

Lp dN n d Ip dN n d

1 1.301 81 . 300 1 1.101 46 274
2 2.364 71 « 295 2 674 36 «299
3 3,208 9 . 297 3 .809 46 . 284

4 1.568 74 .298 4 .854 48 «251

5 3.461 73 .298 5 1.222 52 . 264
6 1.378 76 .293 6 643 34 . 300
7 2.716 82 .299 7 .928 38 . 292
8 2.013 83 .294 8 .853 36 274

9 1.363 78 .278 9 .608 38 . 296
10 1,595 84 .293 10 1.102 43 . 280
11 2.954 76 .292 11 .604 37 .292
12 2.396 74 .295 12 1.313 46 .294
13 1,262 76 .298 13 1.046 44 . 245
14 2.234 T8 .290 14 . 764 37 «299
15 2.101 71 . 294 15 . 720 40 . 286
16 1.735 69 . 295 16 .843 42 . 288
17 1.613 79 . 297 17 .950 40 . 297
18 2.070 87 .282 18 .892 38 .297
19 1.540 T4 . 299 19 1.079 52 292
20 2.295 84 . 297 20 1.109 42 . 299
21 2.996 83 .298 21 1,127 43 «295
22 4,220 80 .280 22 722 34 .299
23 1.824 76 .275 23 .823 45 . 286
24 2.746 86 .298 24 1,061 37 . 284
25 14431 93 .293 25 .954 38 . 286
26 1.950 80 . 300 26 1.095 47 .299
27 2.708 T4 «291 27 1.096 42 .282
28 1.888 71 . 285 283 1.068 49 .292
29 1.983 69 .290 29 1.319 44 .294
30 2.365 72 .298 30 .861 42 .275

Srednia 2.176 77.8 941 41,9
Wariancja . 488 32.5 .039 24.1

Odch st .698 5.7 197 4.9
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WYMIAR = 5 N = 24 DOKLADNOSC = ,250

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Ip dN n d Ip dN n d
1 1.530 92 .238 1 .685 44 243
2 .965 83 «249 2 «555 42 « 245
3 1.312 89 e 247 3 «T43 45 « 249
4 1.143 91 249 4 .603 38 o 247
5 2.000 80 . 248 5 «543 41 o247
6 1.502 91 «250 6 .892 46 242
7 1,197 97 .230 7 .654 53 245
8 1.830 93 247 8 . 781 50 234
9 1.052 88 247 9 1.129 49 « 248
10 1.666 85 . 248 10 537 42 «231
11 1.418 97 .238 11 .640 48 «231
12 1.843 83 .248 12 631 56 « 249
13 1397 98 . 235 13 «919 45 . 227
14 1.509 97 « 248 14 387 43 237
15 1.057 91 . 243 15 . 783 44 «246
16 1.246 78 .248 16 567 51 .206
17 1.505 91 0242 17 677 48 <247
18 1.495 92 «249 18 . 721 49 «249
19 1.577 82 .248 19 .480 43 .250
20 1.272 94 « 248 20 .626 51 248
21 1.178 99 243 21 .604 43 .250
22 1.335 85 « 247 22 515 50 244
23 1.147 85 .250 23 .645 48 . 241
24 1.173 93 «250 24 .866 51 . 248
25 2.232 83 . 245 25 .843 46 .240
26 1.394 93 « 249 26 «532 50 247
27 1.445 96 . 245 27 . 701 50 244
28 2.752 T8 « 249 28 .562 46 236
29 1.124 81 248 29 .618 57 « 2477
30 1.197 85 . 250 30 «490 39 . 246
Srednia 1.450 89.0 .664 46.9
Wariancja 141 37.9 .023 20.7
Odch st « 375 6.2 «153 4.5
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NN
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W
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Srednia
Wariancja
Odch st

5

N = 28 DOKLADNOSC
PLAN LOSOWY
dn n d
1.108 103 213
1,002 88 212
942 92 214
1.920 108 «212
.922 96 211
1.800 120 212
1.164 105 211
.881 90 214
991 96 212
1.187 96 213
1.227 98 «.206
1.107 102 214
1.840 102 210
1.503 100 214
1.668 111 .210
1.065 124 .206
1.345 99 .210
1.414 102 «214
.844 110 . 206
1.284 114 202
1.197 97 210
«995 112 o211
.927 95 214
1.180 106 202
1.483 105 o212
2.251 100 .213
1.270 105 211
950 110 . 206
1.2 6 95 «211
1.080 95 . 209
1.259 102.5
<115 69.5
«339 8.3

- A9 -

.214

)

oJonHwn =

10

PLAN QUASIOPTYMALNY

dN

.620
.466
-433
«590
401
. 762
572
. 783
.526
«495
444
..680
-494
363
<491
516
.450

956

526
.430
<475
.483
412
534
570
433
417
403
586
.484

527
.016
127

d

211
205
.214
.198
213
.213
..21 O
.210
.212
..200
207
207
.183
207
.198
211
.210
210
212
.214
211
212
.196
204
.212
212
.208
.208
. 207
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WYMIAR = 5 N = 32 DOKLADNOSC = .188

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dn n d
1 .912 107 .186 1 . 369 55 .183
2 .928 124 . 186 2 «451 62 .179
3 875 111 . 181 .3 . 375 64 .186
4 .630 114 . 187 4 « 337 57 177
5 143 95 . 186 5 1.266 68 .186
6 .901 112 .183 6 .420 65 .187
7 .824 102 .183 7 . 404 64 . 181
8 .982 116 .183 8 . 429 54 .182
9 .891 117 . 186 9 424 56 .185
10 . 736 134 175 10 . 468 60 .182
11 . 736 111 .184 11 . 362 59 .178
12 1. 341 126 174 12 . 404 54 179
13 1.270 136 .178 13 . 430 62 .182
14 . 968 122 .182 14 .516 70 171
15 .794 110 . 185 15 . 368 63 . 184
16 .942 120 . 187 16 .556 57 179
17 1.115 109 .186 17 . 369 56 .182
18 . 743 105 . 187 18 541 57 . 187
19 .826 101 .186 19 «431 63 ‘2184
20 1.003 109 . 185 20 .452 75 .181
21 767 109 . 187 21 .538 67 .182
22 .831 100 .183 22 419 57 .168
23 .904 113 .184 23 .354 52 .182
24 1.10.. 122 . 184 24 «591 64 77
25 1.170 106 . 187 25 . 550 57 . 166
26 .724 110 . 186 26 . 368 54 . 186
27 .919 122 .183 27 . 388 72 .187
28 . 946 118 .182 28 .365 60 .186
29 1.498 114 . 186 29 .382 58 .187
30 1.160 119 . 181 30 431 59 179
Srednia . 940 113.8 . 459 60.7
Wariancja .038 86.8 . 027 31.5
Odch st . 196 9.3 .164 5.6
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