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W S T 9 P

W wielu gałęziach nauki, w tym także i w naukaoh ekonomicz­
nych, występują problemy, których zbadanie wymaga przeprowadze­
nia obserwacji lub bardziej złożonych eksperymentów.Pomiar do­
wolnej wielkości eksperymentalnej odbywa się zawsze w obeoności 
pewnych czynników ubocznych, które - niezależnie od wysiłków 
badacza mających na celu minimizację ich wpływu - nigdy nie 
mogą być całkowicie wyeliminowane* Oznacza to, że badacz ma do 
czynienia z wielkościami losowymi, a nie z wielkościami deter­
ministycznymi. Stąd też dla analizy wyników eksperymentu należy 
zastosować metody statystyki matematycznej i rzeczywiście odpo­
wiednie metody statystyczne są od dawna wykorzystywane w pra­
ktyce opracowywania wyników doświadczeń.

Przez długi okres czasu w statystyce matematycznej zwracano 
uwagę na usprawnianie metod opracowania wyników eksperymentu, 
przeprowadzonego według pewnego określonego planu. Wybór planu 
eksperymentu, tzn. określenie jak, gdzie i kiedy przeprowadzić 
pomiary lub obserwacje, pozostawiano zasadniczo intuicji bada­
cza. Jeśli problem badawozy jest stosunkowo prosty zarówno 
z punktu widzenia teoretycznego, jak i z punktu widzenia rea­
lizacji eksperymentu i przy tym eksperyment nie wymaga znacznych 
nakładów (środków pieniężnych, czasu, określonych zasobów ma­
teriałów), to dokonanie wyboru planu eksperymentu w oparciu o 
intuicję badacza nie prowadzi na ogół do istotnych strat.

Rozwój nauki i techniki doprowadził do znacznej złożoności



w teoretycznej interpretaoji obserwowanyoh wyników i w reali­
zacji badań eksperymentalnych. Złożoność w realizaoji badań 
eksperymentalnych wyraziła się w poważnym wzrośoie kosztów 
eksperymentu (np. konieczność zastosowania niezwykle drogich 
i skomplikowanych instalacji doświadczalnych, użyoia koszto— 
wnyoh substancji ohemioznyoh, wydatkowania wielkich ilośoi 
energii), ozasu trwania eksperymentu oraz zużyoia materiałów, 
surowców i energii. W tej sytuacji niezwykle aktualne staje się 
zagadnienie wyciągnięoia możliwie najtrafniejszyoh wniosków 
o badanym procesie przy ograniczonyoh nakładach (środkach pie­
niężnych, czasie, zasobaoh materiałów i energii) przeznaozo- 
nyoh na jego badani®. Próby rozwiązania tego zagadnienia w o- 
paroiu o intuicję eksperymentatora budzą coraz mniej nadziei.
W związku z tym absolutną koniecznością staje się zastosowa­
nie metod, które podają nie tylko sposób opracowania wyników 
eksperymentu, ale pozwalają na optymalne zorganizowanie, pla­
nowanie samego eksperymentu.

Prace w dziedzinie planowania eksperymentów zaozęły się 
rozwijać w latach trzydziestyoh w odniesieniu do doświadozeń, 
których wyniki opracowywano metodami analizy warianoji. Zada­
nie dokładnego określenia efektów poszczególnych czynników i 
ich interakcji powoduje tam konieoznośó zaplanowania doświad­
czenia odpowiednio zrandomizowanego (por. np. £1 i] > [12]» [37] ) •
W latach pięćdziesiątych prace w dziedzinie planowania ekspe­
rymentów objęły zagadnienia regresji, tzn. zagadnienia, w któ­
rych wynik eksperymentu traktuje się jako funkcję m zmien­
nych rzeczywistych nazywanych zmiennymi kontrolowanymi.

Metody matematyczne, wykorzystywane w teorii planowania 
eksperymentu, stanowią kompozycję metod statystyki matematycz­
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nej i metod rozwiązywania zagadnień ekstremalnych. Przy tym 
metody statystyozne służą dla sformułowania kryteriów opty­
malności eksperymentu oraz interpretacji zasadniczych własno­
ści tyoh kryteriów, natomiast w wyniku sformułowania odpowied­
niego kryterium optymalności zagadnienie optymalnej organiza­
cji eksperymentu sprowadza się do rozwiązania pewnego zadania 
ekstremalnego.

Optymalna organizaoja planu eksperymentu dla zagadnień re­
gresji może hyó dokonana zasadniozo na dwa sposoby:

1° Jeśli ustalona jest wielkość każdego rodzaju nakładów 
(np* środków pieniężnych, czasu, zasobów materiałów i energii) 
przeznaozonych na realizaoję eksperymentu i znane są funkoje 
zużycia każdego z tych rodzajów nakładów w zależności od licz­
by obserwaoji (pomiarów, badań) to można wyznaczyć liczbę N 
taką, że realizacja N obserwaoji jest możliwa przy zadanyoh 
nakładaoh, natomiast zwiększenie liczby obserwaoji ponad wy- 
znaozoną liczbę prowadziłoby do przekroczenia zadanej wielkoś­
ci co najmniej jednego rodzaju nakładów. Po wyznaozeniu w ten 
sposób liczby N obserwaoji następuje ostateczne ustalenie 
planu eksperymentu poprzez określenie - w wyniku rozwiązania 
pewnego zadania ekstremalnego związanego z odpowiednim kryte­
rium optymalności eksperymentu - wartośoi zmiennych kontrolo­
wanych dla każdej obserwaoji. Postępowanie takie prowadzi do 
wyznaozenia najlepszego - z punktu widzenia danego kryterium 
optymalnośoi - planu eksperymentu, który można zrealizować 
przy nakładaoh ustalonych z góry.

2° Jeśli z określonym kryterium optymalności eksperymentu 
związano pewien dodatkowy warunek (np. dotycząoy liczbowej
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wartości tego kryterium), to spośród planów eksperymentów speł­
niających ten warunek wybraó można plan o minimalnej liczbie o- 
bserwaoji. Przy znajomości funkcji zużyoia każdego z rodzajów 
nakładów w zależności od liczby obserwaoji można wyznaozyó mini­
malną wielkość każdego rodzaju nakładów, potrzebnyoh do realiza­
cji obserwaoji. Postępowanie takie prowadzi do określenia nie- 
zbędnyoh wielkości każdego rodzaju nakładów potrzebnyoh dla re- 
alizaoji eksperymentu, który ma posiadać pewne z góry określone 
własności. Pozwala to uniknąć zgromadzenia niewłaściwych (zbyt 
małych lub zbyt wysokioh) nakładów w trakoie przygotowywania e- 
ksperymentu i zabezpieoza zarówno przed przerwaniem eksperymen­
tu z powodu braku środków jak i przed zamrożeniem lub marnotraw­
stwem nadmiaru środków.

W praktyoe łączy się obydwa opisane sposoby i dokonuje się 
bilansowania wielkości nakładów przeznaczonych na eksperyment 
z własnościami tegoż eksperymentu. W dalszym ciągu pracy zajmo­
wać będziemy się pewnymi aspektami przedstawionych sposobów pla­
nowania eksperymentu dla zagadnień regresji, a mianowicie zaj­
miemy się wyznaozaniem optymalnych wartości zmiennyoh kontrolo­
wanych przy ustalonej liczbie obserwaoji oraz wyznaozaniem mini­
malnej liczby obserwaoji potrzebnych do otrzymania planu ekspe­
rymentalnego o określonych własnościach.

Charakterystyka treści rozdziałów I - VI.

Rozdział I przedstawia te pojęcia i metody z dziedziny 
planowania eksperymentów dla zagadnień regresji, które będą 
wykorzystywane w dalszyoh rozdziałaoh pracy. W szozególnośoi 
zdśfiniowano pojęcie planu eksperymentalnego dla N ob­
serwaoji oraz scharakteryzowano zagadnienie estymacji współ­
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czynników funkcji regresji i estymacji całej funkcji regresji 
metodą najmniejszych kwadratów. Ponieważ rozkład estymatorów 
otrzymanyoh metodą najmniejszych kwadratów zależy m.in. od pla­
nu eksperymentalnego, zgodnie z którym wykonywano obserwacje 
funkcji regresji, więo powstaje problem wyboru optymalnego pla­
nu eksperymentalnego. Sformułowano cztery kryteria optymalnośoi 
planów eksperymentalnych, a mianowicie kryteria A -optymalności 
(kryterium 1), D - optymalności (kryterium 2), G - optymalności 
(kryterium 3) oraz I - optymalnośoi (kryterium 4). Z kolei na­
szkicowano teorię planów przybliżonych i zdefiniowano pojęcie 
planu przybliżonego, które stanowi uogólnienie pojęcia planu 
eksperymentalnego. W ramach teorii planów przybliżonyoh sformu­
łowano cztery zadania będące uogólnieniem odpowiednich kryteriów 
A -, D -, G - oraz I - optymalnośoi. Związki między tymi zada­
niami przedstawiono w postaci twierdzeń 2 i 3. Rozdział koń­
czy się krótkim przeglądem wyników teorii planów przybliżonych.

W rozdziałach II - Y niniejszej pracy konstruuje się pewne 
plany eksperymentalne dla estymacji liniowej funkcji regresji 
jednej lub wielu zmiennych. Dla najważniejszych z tych planów 
dowodzi się twierdzeń orzekających, że są to plany spełniająoe 
kryteria 2 i 3, a często również kryterium 1, a więo plany 
równocześnie D - i G - optymalne, a często A - optymalne. Te­
orię planów przybliżonych wykorzystuje się przy dowodzeniu D - 
i G — optymalności w ten sposób, że pokazuje się, iż dany plan 
eksperymentalny dla N obserwaoji spełnia warunek (c) twier­
dzenia 2 (Kiefera i Wolfowitza). Oznacza to, że dany plan eks­
perymentalny dla N obserwaoji spełnia warunek dostateozny D - 
i G - optymalności w sensie zadań 2 i 3 w szerszej klasie
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planów przybliżonych, a więo w sensie kryteriów 2 i 3 jest 
to plan D - i G - optymalny również w klasie planów ekspery­
mentalnych dla N obserwacji. Analogicznie, przez sprawdze­
nie równości (1.10) z twierdzenia 3» wykorzystuje się teo­
rię planów przybliżonych dla dowodu A - optymalności planu 
eksperymentalnego.

W rozdziale II dla liniowej funkcji regresji jednej zmien­
nej obserwowanej i estymowanej na odcinku ^a, b̂ j prostej rze- 
ozywistej przedstawia się G - optymalne plany eksperymentalne 
dla dowolnej liozby N obserwaoji (N ̂  2). Jeśli liczba N 
jest parzysta, to plany te są równocześnie planami D - opty­
malnymi. Pokazuje się (patrz twierdzenie 5), że przy użyciu 
planów G - optymalnych: 1° suma wariancji estymatorów współ­
czynników funkcji regresji maleje ze wzrostem N; 2° pole e— 
lipsy koncentracji rozkładu estymatorów współczynników funk­
cji regresji maleje ze wzrostem N ; 3° maksymalna wartość 
warianoji estymatora funkcji regresji liniowej maleje ze wzro­
stem N ; 4° średnia wartość wariancji estymatora funkoji re­
gresji liniowej maleje ze wzrostem N. Rozdział kończy się 
porównaniem efektywności rozmieszczania obserwacji według pla­
nu G - optymalnego z efektywnością rozmieszczania obserwaoji 
w sposób losowy.

W rozdziale III dla liniowej funkcji regresji dwu zmien­
nych, obserwowanej i estymowanej na kwadracie X = jx =(x>),x2), 
- 1 ^  ^  1 , i = 1, 2 J, przedstawiono 4 rodziny planów
eksperymentalnych dla N = 4k, 4k+1, 4k+2, 4k+3 obserwaoji 
(k = 1, 2, ... ) • Zgodnie z tymi planami obserwacje wykonu­
je się jedynie w punktach wierzchołkowych kwadratu X . Ro-
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dżina planów dla N = 4k obserwaoji jest rodziną planów 
A -, D - i G - optymalnych. Poza tym, po wykonaniu N ob­
serwaoji według planu należącego do jednej z przedstawionych 
ozterech rodzin, istnieje możliwość wykonania dodatkowyoh d 
obserwaoji w taki sposób, jak gdyby N+d obserwaoji wykona­
no znów według planu należącego do jednej z tych oztereoh 
rodzin. Pokazuje się (patrz twierdzenie 6), że przy wykorzy­
staniu tych planów : 1° suma warianoji estymatorów współ­
czynników funkcji regresji maleje ze wzrostem N ; 2° obję­
tość elipsoidy koncentracji rozkładu estymatorów współczyn­
ników funkoji regresji maleje ze wzrostem N ; 3° maksymalna 
wartość warianoji estymatora funkcji regresji maleje ze wzro­
stem N ; 4° średnia wartość warianoji estymatora funkcji re­
gresji maleje ze wzrostem N . Omówione plany porównuje się 
- ze względu na kryteria A -, D -, G- oraz I optymalnośoi - 
z odpowiednimi spośród pewnych planów eksperymentalnych, 
zgodnie z którymi obserwacje wykonuje się w punktach wierz­
chołkowych oraz w punkcie środkowym kwadratu X. Porównanie 
to wypada generalnie na niekorzyść ostatnioh planów. Ze 
względu na kryterium G - optymalnośoi porównano również efe­
ktywność rozmieszczania obserwacji zgodnie z planami wprowa­
dzonymi na początku rozdziału z efektywnością rozmieszczania 
obserwacji w sposób losowy.

W rozdziale IV konstruuje się plany A -, D - i G - opty­
malne dla liniowej funkcji regresji m zmiennyoh, obserwo­
wanej i estymowanej na kostce m-wymiarowej. Przedstawia się 
optymalne plany eksperymentalne kolejno dla liczby N obser­
wacji równej:
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1 ° n . 2m  gdzie n = 1 , 2 • • • (twierdzenie 7 )

r (twierdzenie 8 )

3° n-(Nm + 4t) gdzie n = 1, 2, ... ; N m = 4 + m -  m(mod4) i

t = O, 1 , ... ; 2 ^ m ^ 9 1  (twierdzenie 1 0 ).

Twierdzenie 8 jest rozszerzeniem twierdzenia 7> a twierdzenie 
1 0  rozszerzeniem twierdzeń 7 i 8 polegającym na tym, że każde 
następne z nich dołącza nowe elementy do zbioru liczb obser­
waoji, dla któryoh twierdzenie poprzednie podaje sposób opty­
malnego zaplanowania eksperymentu. Np. gdy funkcja regresji 
zależy od m = 5 zmiennyoh kontrolowanych, to twierdzenie 7 

określa plany eksperymentalne dla N =32, 64, 96, 128, ... 
obserwacji, twierdzenie 8 określa optymalne plany ekspery­
mentalne dla N = 8 , 16, 24* jJ2, 40, 48, 56, 6 4, 72, ... ob­
serwacji, natomiast twierdzenie 1 0 określa optymalne plany 
eksperymentalne dla N = 8 , 12, 20, 28, 2 2 , 36, Afl,
4 4, ... obserwaoji.

Rozdział V przedstawia konstrukcję D - i G - optymalnych 
planów eksperymentalnych dla estymacji liniowej funkcji re­
gresji m zmiennyoh na zbiorze X = jx = (x^, ... , xm) : 
ai ̂  xi ^  **i 9 1 = 1 f ••• » ra}* tego ważnego w praktyce 
przypadku dowodzi się, że optymalne plany eksperymentalne 
można uzyskaó przez przekształcenie D - i G - optymalnych 
planów eksperymentalnych na kostce m-wymiarowej.



-  9 -

Rozdział VI przedstawia wyniki komputerowego "badania 
efektywności eksperymentów ze względu na kryterium G — o— 
ptymalności. Otrzymane wyniki pozwalają na ilościową ocenę 
niektóryołi aspektów strat wynikającyoh z mniejszej efektyw­
ności eksperymentów realizowanych w sposóh nieoptymalny.
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Rozdział I

PLANOWANIE EKSPERYMENTĆW DLA ZAGADNIEŃ REGRESJI

£
m

dany będzie podzbiór domknięty X. Dla każdego punktu 
x = (x<l, x^i . •• j xm) należącego do zbioru X niech 
będzie określona zmienna losowa Y o wartośoi oozek±wa-

A

ne j

( 1 . 1 ) EYx = G)ł

gdzie O jest wektorem nieznanyoh parametrów.

®k
Równanie (1.1) nazywa się f u n k o j ą  r e g r e s j
zmiennyoh losowych Yy względem X , często też równanie 
to bywa nazywane p o w i e r z c h n i ą  o d p o w i e
d z i.

Niech podzbiorem (właściwym lub niewłaściwym) zbioru 
X będzie zbiór domknięty X^ . Zakłada się, że dokonywa­
nie obserwacji zmiennych losowych Y jest możliwe wyłącz

A

nie na podzbiorze X^ • Podzbiór X^ nazywa się o b ­
s z a r e m  o b s e r w a c j i  albo o b s z a r e m  
d z i a ł a n i a .  Określenie obszaru działania odgrywa 
istotną rolę w planowaniu eksperymentu. W pewnych przypad-
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kach obszar tan Jest określony jednoznacznie przez chara­
kter zmiennych kontrolowanych , ... , xm . Np. jeśli 
zmienne kontrolowane , ... , xm oznaczają składniki 
mieszaniny chemicznej wyrażone w procentach, to procent 
określonego składnika nie może być mniejszy niż 0
i nie może być większy niż 100, a obszar staje się
w tym przypadku (m-1)-wymiarowym simpleksem położonym w 
£,m . Podobnie zmienna kontrolowana oznaczająca średnicę ło­
żyska kulkowego nie może mieć wartości ujemnej, etc. Z ko­
lei w innych przypadkach obszar działania wyznaczony jest 
przez charakterystyki aparatury eksperymentalnej albo przez 
charakter badanego procesu. Np. gćrna granica temperatury 
może zależeć od wydajności źródła ciepła albo od własności 
materiałów izolacyjnych; podobnie górna granica prędkości 
cząstek elementarnyoh zależy od parametrów akcelatora.

Eksperymentator obserwujący w zbiorze X. wartości y 
zmiennych losowych Y ma zwykle do czynienia z jedną z 
trzech sytuacji, które opiszemy poniżej.

Pierwsza z możliwych sytuacji polega na tym, że postać 
analityozna funkcji (x, O) określającej wartość ocze­
kiwaną zmiennej losowej Y w zależności od wartości 
zmiennych kontrolowanych jest nieznana ■■.. W tej sytuacji 
zadanie eksperymentatora polega na dostatecznie dobrej a- 
proksymacji funkcji ®) P^zez funkcje należące do
pewnej klasy danych funkcji oraz na estymacji wektora pa­
rametrów 0 .

Druga z możliwych sytuacji polega na tym, że postać 
analityozna funkcji n (x, 0) jest identyczna z jedną
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spośród funkcji ^2^** ® ^ ) »  ••• >
^ g(x, G^3 )̂, których postać analityczna jest znana. Inny­

mi słowy, opisywana sytuacja polega na tym, że danych jest 
s modeli powierzohni odpowiedzi. Zadanie eksperymentatora 
polega tu na wyborze funkcji identycznej z funkcją r? (x, O) 
oraz na wyestymowaniu właśoiwego dla tej funkcji wektora G. 
Informacje na temat planowania doświadczeń w opisanej sytua­
cji można znaleźć w pracach Bandemera i współautorów [4-j>
Boxa [^]ł [ 6 J , Fiedorowa ^36^, str. 209-263 , |[9 J, rozdz.
5 i 6, [8 ] ,[1 0 ], Hilla i Huntera [u ], [l5 ] , [ 2 1  ] oraz 
innyoh autorów.

Trzecia z możliwych sytuacji polega na tym, że postać 
analityczna funkcji (x, Q) jest znana, zaś zadanie eks­
perymentatora polega na tym, aby na podstawie wykonanych ob­
serwacji wyestymowaó nieznany wektor G , albo pewną funkcję 
parametrów G^, ... , 
nowanie eksperymentów przy założeniach, które wyznaczają 
przypadek szczególny takiej właśnie sytuacji.

W dalszym ciągu będziemy zatem zakładać, że dla każdego 
x e X określona jest zmienna losowa Y o nieznanej, jed-A pnakowej dla każdego x e X , wariancji 6> , natomiast wartość 
oczekiwana zmiennej losowej Y dana jest równaniem

A.

0. . W pracy niniejszej omawia się pla-

(1.2) EYX = 01f1(x) + ... + 9kfk (x),

gdzie G = jest wektorem nieznanych parametrów, nato­

miast
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f(x) oznacza wektor, którego składowymi jest k

fk (x)
znanych, liniowo niezależnych ciągłych funkcji rzeczywis­
tych f^, ... , f^ określonych na zbiorze domkniętym 
X c £ m , tzn. każda z nich jest funkcją m zmiennych nie­
zależnych x,j, ... , xm .

Jednym z możliwych zadań jest estymacja wektora niezna­
nych współczynników ©̂  , ... , ©^ oraz całej funkcji regre­
sji (1.2) • Zadanie to można zrealizować obserwując war-

(4 \tości zmiennych losowych Yx w wybranych punktach x v ', 
x^2\  ... , x<»> zbioru . Zakładamy, że łącznie wyko­
nuje się N obserwacji i że w punktaoh x ^ , ... ,
x^> wykonuje się odpowiednio n^, n2 » ••• > np obser-̂  
wacji ( Y2, = N), przy czym obserwacje te są wzajemnie
nieskorelowane (dotyczy to również każdych dwu obserwacji 
wykonanych w tym samym punkcie x zbioru X^) . Ustalenie 
łącznej liczby obserwacji, wybór punktów zbioru X^, w któ­
rych obserwacje te będzie się wykonywać oraz przydzielenie 
odpowiedniej liczby obserwacji wybranym punktom zbioru X^ 
oznacza zaplanowanie eksperymentu.

DEFINICJA. Planem eksperymentalnym PN 
wacji nazywamy zbiór wartości liczbowych

x (1) x(2) (p)A j A  ̂ • • • ) A< >
71^ » t • • • i ^  p

gdzie x^1) ( X<|, 1 = 1,2, . . . , p  ,

1 N
1=1

n1 ł

dla N obser
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zaś H]_ jest liczbą całkowitą określająoą liczbę obserwacji, 
które zostaną wykonane w punkoie x ^  (1 = 1,2, ... , p).

Dla planu eksperymentalnego Pjj niech oznacza ma­
cierz kwadratową o elementach

(1.3) Bij = f3(xU J ) (i»3 . ...........k )
skąd

(1.4) M(Pjj) = ^ j A - j f ^ 1)) fT(x^^) .

W dalszym ciągu rozważamy tylko takie plany eksperymentalne, 
dla których det M(PN) / 0. Możemy wtedy zdefiniować funkcję

a(x, p„) = fT (x) M-1(PH ) £(x) .

Na podstawie N obserwaoji ••• * y-jn >^219 *#* 9^’pn

zmiennych losowych Y (1 )> Y (2)’ *** » Y (p)» wykonywanyoh we-X X  X
dług planu eksperymentalnego Pjj można wyestymowaó wektor O.

.(1)

Do estymacji wektora 0 =

0,

®k

będziemy stosowali metodę naj­

mniejszych kwadratów. Estymator uzyskany tą metodą oznaczmy

przez A0 =

&

/■%

®k
Natychmiast otrzymuje się stąd estymator EYy wartości ocze­
kiwanej zmiennej losowej Ŷ . określony następująco!

eyx = &, *-,(*) + ••• + •
Z teorii estymacji metodą najmniejszych kwadratów wiado-
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mo, że :
1° estymator G^ współczynnika 8^ (i = 1, , k) ma mi­

nimalną wariancję w klasie estymatorów liniowych i nie ob­
ciążonych;

2° dla każdego ustalonego x e X estymator EYX funkcji re­
gresji (1.2) ma minimalną warianoję w klasie estymatorów 
liniowych i nie obciążonych;

3° macierz wariancji i kowariancji estymatorów 6^, . G^
r 2

(1.5) E(G - G) (8 - G)T = —  M"1(Pn) ;

4° objętośó k-wymiarowej elipsoidy koncentracji rozkładu 
estymatorów G^, ... , G^ wdraża się wzorem

( 1 . 6 )
rej* + -i)

(k + 2)k • 7rk '
k »N*" • det M(Pn)

O ^5 wariancja estymatora EY
2 2

(1.7) Var(EYx) = fT (x) M_1 (PN) f(x) = d(x, PN).

Dla danego zbioru X^ istnieje na ogół oała rodzina 
planów eksperymentalnych dla N obserwacji. Powstaje więo 
tu zasadniczy problem wyboru najlepszego lub przynajmniej do­
brego planu eksperymentalnego. Wybór ten zależy bezpośrednio 
od przyjętego kryterium optymalności planu eksperymentalnego. 
W literaturze na temat planowania eksperymentów dla zagadnień 
regresji operuje się najczęściej następującymi czterema kry­
teriami:

KRYTERIUM 1. Plan eksperymentalny P £ ć&N nazywamy 
planem A - optymalnym jeśli
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k
z:i=1 min

N N
k
H±=i

gdzie mil(PN) (i = 1, ... , k) oznacza i-ty element głó­
wnej przekątnej macierzy M-1(PN ) .

KRYTERIUM 2 • Plan eksperymentalny P^ D £ 35N nazywamy 
planem D-optymalnym jeśli

det M(PNjD) =p:.ma%N det M(Pn).

KRYTERIUM 3. Plan eksperymentalny P^ & €. $ N nazywamy 
planem G - optymalnym jeśli

max d (x, P„ ) = min max d (x, P.T) . X €X2 n >8 PN € asK X 6X2 n ’

gdzie X2 jest zbiorem domkniętym zawartym w zbiorze X.

KRYTERIUM 4. Plan eksperymentalny P^ j € nazywamy 
planem I - optymalnym jeśli

d(x, PN,I> dx =
■N
min e 2J i

N
d(x, PN^ dx

Z porównania kryterium 1 ze wzorem (1*5), kryterium 2 ze 
wzorem (1.6), a kryteriów 3 i 4 ze wzorem (1.7) wynika, że 
w klasie planów eksperymentalnych dla N obserwaoji 
1° plan A - optymalny minimalizuje sumę (lub średnią arytme- 

tyozną) Var + Var ©2 + Var 0^ + ... + Var 8̂ . warian­
cji estymatorów , ©2 , ... , ;

2° plan D - optymalny minimalizuje objętośó elipsoidy konoen-
A A Atraoji rozkładu estymatorów ©̂  , ©2, ... , 0̂ . ;

3° plan G - optymalny minimalizuje maksymalną na zbiorze X2
A .wartość warianoji estymatora EY funkcji regresji (1.2);
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4° plan I - optymalny minimalizuje średnią na zbiorze X2
wartość warianoji estymatora EY funkcji regresji (1.2).

A

Zbiór X2 występujący w kryteriach 3 1 4  może byó pod­
zbiorem zbioru X^i odwrotnie - X^ może byó podzbiorem X2, 
wreszcie iloczyn zbiorów X^ i X2 może byó podzbiorem wła­
ściwym każdego ze zbiorów X^ i X2 lub zbiorem pustym, w koń­
cu może zachodzić relacja X^ = X2 . Np. nieoh X oznacza od­
cinek czasu [O, x̂ .J , zbiór X^, na którym można wykonywać 
obserwacje, niech będzie odoinkiem czasu £o, x^J , gdzie 
oznacza moment, w którym należy zakońozyć obserwacje. Szcze­
gólnie ważna może byó estymacja (ekstrapolacja) funkcji regre­
sji na zbiorze X2 = ĵ x2 , x^J , gdzie x^ <  x2 c x t. Tutaj
x1 n x2 = o .
Przykład. Niech zbiór X oznacza prostą rzeczywistą £, i 
niech funkcja regresji będzie wielomianem stopnia trzeciego

EYX = ©0 + + Q£x2 + .

Przypuśćmy, że dla wyestymowania wartośoi funkcji EY w 
punkcie x = 2 można wykonać N = 52 obserwacje na odcinku 
xi ■ [- 1> 1] . Wiadomo również, że 6" = 1 . Zadanie to moż­
na zrealizować tradyoyjnie w ten sposób, że wykonuje się po 
13 obserwacji w każdym z czterech następujących punktów : 
x ^  = - 1 , x ^  = - 1/3 f x ^) = 1/3 > x ^  =1, które roz­
łożone są równomiernie na odcinku £- 1, 1~J . Przy takim wyborze 
planu eksperymentu okazuje się, że wariancja estymatora funk­
cji regresji w punkoie x = 2 jest w przybliżeniu równa 20. 
Można jednak wybrać taki plan eksperymentu, przy którym wa­
riancja estymatora funkcji regresji w punkcie x = 2 będzie 
minimalna. Innymi słowy, należy wybrać plan G - optymalny
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dla przypadku jednopunktowego zbioru X2 = { 2 j-. Można po­
kazać (por. [2 0 ]), że plan G - optymalny polega tu na roz­
mieszczeniu 52 obserwaoji w ten sposób, że w punkcie 
x^1  ̂ = - 1 wykonuje się 5 obserwacji, w punkcie x^^ = -1/2 
wykonuje się 12 obserwacji, w punkcie x v̂ ' = 1/2 wykonu­
je się 20 obserwaoji i w punkcie x ^^ = 1 wykonuje się 
15 obserwaoji. Dla tego planu G - optymalnego wariancja e- 
stymatora funkcji regresji w punkcie x = 2 jest w przybli­
żeniu równa 13 •

Teoria planów przybliżonych. Zdefiniowaliśmy uprzednio 
plan eksperymentalny dla N obserwacji jako zbiór wartości 
liczbowych

gdzie • CD

x^>

*1

* (2), > x 
, A

(p)
r

(1 = 1, 2, ... , p) są wybranymi punktami
zbioru , A-^ są nieujemnymi ułamkami wymiernymi o wspól­
nym mianowniku równym N , zaś A, =1. Pod koniec lat

1=1 ±
pięćdziesiątych w teorii planowania eksperymentów pojawiło 
się, wprowadzone przez Kiefera i Wolfowitza ([3 0 ], [2 7 J )» 
pojęcie planu przybliżonego. Pod pojęciem planu przybliżone­
go rozumie się dowolną miarę probabilistyczną | określoną 
na polu borelowskim S  generowanym przez zbiory otwarte prze­
strzeni . Miara taka spełnia warunek i (dx) = 1

Pojęcie planu przybliżonego jest uogólnieniem pojęoia planu 
eksperymentalnego w tym sensie, że plan eksperymentalny
x

ta
(1) X<2>,

A
ł X 
, %

(p)
można potraktować jako empiry-

1 » a 2 ......  ^  p J
czny rozkład prawdopodobieństwa oa abiorze X^ , który wyzna-
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cza na tym zbiorze specjalną dyskretną miarę probabilistycz­
ną.

Niech oznacza rodzinę wszystkloh miar probabilistycz­
nych na Xi. UogólniaJąo wzór (1.3) można dla każdej miary 
probabilistycznej ^ & 3J określić macierz kwadratową M( J  ) 

o elementach
(1.8) = i" fŁ(3c) fj(x) ^(dx) i, J = 1, ... , k

X 1

Własności mao i er zy M(^) podaje następujące 

TWIERDZENIE 1.
(a) Dla każdego ^ € 35 macierz M(^) Jest określona nie- 

ujemnie.
(b) Jeśli miara "J Jest skoncentrowana dokładnie w p 

punktach oraz p <  k , to det M(^ ) = 0 •
(c) Rodzina macierzy M(^), J  * % , tworzy zbiór wypukły

i zwarty.
(d) Dla każdego 3  € 3S macierz M(^) można napisać w

postaci (1 .4), gdzie p ̂  + 1 ,

Dowód twierdzenia 1 zob. np. [25]» str. 324 •
Podobnie Jak dla planów eksperymentalnych PN zdefiniuje­

my dla każdego planu przybliżonego 3 takiego, że det M("3 )^0, 
funkoJę
(1.9) d(x,3) = fT(x) M 1('S ) *

Sformułujemy teraz cztery zadania ekstremalne:
ZADANIE 1. Wyznaczyć te miary ^  » które minimalizują
E  mij-(T), gdzie m1 1 (3 ) oznaoza i-ty (i = 1 ,...,k)
i=1 —1element głównej przekątnej macierzy M (J) •
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ZADANIE 2 . Wyznaczyć te miary ^ e 25“ , które maksymali­
zują det M ( y  ) .

ZADANIE 3 • Wyznaczyć te miary ^ e 55 , dla któryoh
sup d(x, 'ę ) = min.X €X2

ZADANIE 4 • Wyznaczyć te miary ? e 55 , dla których
(J d(x, ̂ ) dx = min.

W ważnym przypadku X1 = X2 rozwiązania zadań 2 i 3 
pokrywają się. Zachodzi bowiem

TWIERDZENIE 2 (Kiefera i Wolfowitza) . W przypadku 
X = X^ = X2 warunki

(a) 'I* maksymalizuje det M(^),
(b) minimalizuje sup d(x,tj)

(c) sup d(x, ^  ) = k

są równoważne • Zhiór B złożony ze wszystkich miar "J 

spełniających warunki (a) , (b) lub (c) jest wypukły 
i domknięty, zaś macierz M ( ^ ) jest jednakowa dla wszyst­
kich ^ e B •

Dowód twierdzenia 2 zob. [31 ] •
Kolejne twierdzenie dotyczy związków zadania 1 z zada­

niem 2.

TWIERDZENIE 3. W klasie 35“ wszystkich miar probabili­
stycznych na zbiorze X. miara maksymalizuje det MC"? )

x ex■2

q  u j  y & u j  u u  u  a , łj u j . w A j [

oraz równocześnie minimalizuje

(1 . 1 0 )

gdzie o jest pewną stałą. Przy tym
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Dowód twierdzenia 3 zob. [ 9 J > § 2.11 .

Wprowadzenie pojęcia planu przybliżonego i sformułowanie 
wyżej wymienionych zadań ekstremalnych zaowocowało w postaci 
szeregu ważnych wyników teoretycznych osiągniętych przy roz­
wiązywaniu tych zadań ( a zwłaszcza zadań 2 1 3 )  dla różnyoh 
speojalnych postaci wektora funkcji f(x) oraz zbiorów X^ i 
X2» Przedstawimy teraz niektóre z tych rezultatów dla funkcji 
regresji, która jest wielomianem jednej lub wielu zmiennych.

Pierwsze, historycznie rzecz biorąo, wyniki osiągnięto dla 
przypadku, gdy funkcja regresji (1.2) przyjmuje postać

(1.11) EYX = + G2x + 0^x2 + ... + G j ^ ”1

tzn. gdy jest ona wielomianem jednej zmiennej stopnia k-1 .
Dla takiej funkoji regresji podano w pracach Guesta [l3 ] i
Hoela [ 1 6 J rozwiązanie zadań 2 i 3» gdy X^ = X2 = [-1, 1 J .
Rozwiązaniem jest tu miara probabilistyczna przyporządkowująca

H)  ( 2 )jednakową miarę 1/k każdemu z k punktów x v ', x v ', ... , 
x(k) e —1, 1 ] , przy czym punkty te są miejscami zerowymi 
funkcji (1 - x 2)p£_1(x), gdzie P^_1(x) jest pochodną wielo­
mianu Legendre*a stopnia k-1 :

w
1________

2k“1*(k-l)l
dC*-D(x2 - O k-1

dx^k"l)

Dla omawianego przypadku X^ = X2 = [-1, ij podano również 
(zob. Maijutów i Piedorow [34J) rozwiązanie zadania 4 . Roz­
wiązująca to zadanie miara probabilistyczna jest skoncentrowana 
w tych samych k punktach odcinka [-1, 1 J , co miara rozwiązu­
jąca zadania 2 i 3, natomiast przyporządkowuje tym punktom od­
powiednio miary
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X 1
k i i

£ kv*0)>l gdzie 1 = 1 ) 2 )  ... , k .

Hoel i Levine [2 0 ] podali rozwiązania zadania 3 dla oma­
wianej tu funkoji regresji w przypadku, gdy = £—1, 1 ],
natomiast f  X2 • W szczególności rozważano jednopunktowy 
zbiór X2 = {bj- , gdzie b £ ; następnie odcinek X2 = [a,b],
gdzie 1 ^ a < b oraz odcinek X2 = [a,bj , gdzie -1^a<1 , 
b>lD^>1 . Przy każdym z wymienionych tu zbiorów X2, rozwią­
zaniem zadania 3 jest miara probabilistyczna, która przypo­
rządkowuje k punktom x ^  = - cos[(l - 1) lT/(k - 1)Jzbio­
ru X,| odpowiednio miary

gdzie

V x)
- ... - xe~1))(x - x(]+1))...i'x -

natomiast liczbę b^ wyznaoza się jednoznacznie z równania

max __ a$x$1 -j =l ! t t k * ) / W  ) Ż I l ^ d .)
.1=1 3 3 1  1=11 3 1

Z innycb rezultatów dotyczących funkoji regresji postaci 
(1.11) należy wspomnieó rozwiązanie zadania 3 dla przypadku 

X 1 = [”1» 1 ] 1 X2 = ["a> a] •przy a— >-0 (patrz: Kiefer i 
Wolfowitz [32] ) oraz dla przypadku X^ = Jj-1, aj w  [c, ij , 
gdzie -1 < a < o < 1 , zaś X2 * {b}-, gdzie a < b < o 
(patrz : Hoel [1 8J ) •
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Znacznie bardziej skomplikowane i mniej systematyczne wyni­
ki znane są dla rozległej klasy funkoji regresji, będących 
wielomianami wielu zmiennych. Tylko w najprostszyoh przypad- 
kaoh, gdzie funkoja regresji wielu zmiennych ma postać produ­
ktu kartezjańskiego pewnej liczby wielomianów jednej zmiennej, 
można bezpośrednio uogólnić niektóre rozwiązania jednowymia­
rowe na większą liczbę zmiennych (por. np. Hoel [1 7 ] , {i8J). 
Natomiast dla funkcji regresji, która jest wielomianem m 
zmiennych nie mającym postaci produktu kartezjańskiego, naj­
częściej spotkać można w literaturze wyniki dotyczące rozwią­
zania zadań 2 i 3, gdy zbiory i X2 określone są następu­
jąco :

1° X1 = X£ = X = jx = (x1, ... , xm) : i xi2 ̂  1 } 1 tzD»
pizbiór X tworzy kulę jednostkową w przestrzeni c ,

2° X1 = X2 = X = (x = (x1, ... , xm) : -1 <  x± < 1
(i = 1, ... , m )j tzn. zbiór X tworzy kostkę w prze-

>*• |||strzeni o ,

3° X1 = X2 = X = {x = (x1, ... , xm ): ł  x± = 1, x± >  O *
( 1 = 1 ,  ... , m)j , tzn. zbiór X tworzy simpleks m-1
wymiarowy w przestrzeni £ m .

Kiefer [2 9 ] podał ogólne rozwiązanie zadań 2 i 3 dla przy­
padku, gdy X^ = X2 = X , gdzie zbiór X tworzy kulę jedno­
stkową w przestrzeni , a funkcja regresji jest wielomia­
nem k-tego stopnia m zmiennych. Rozwiązaniem jest miara 
probabilistyczna skoncentrowana na (k + 1}/2 sferach ,
S2, ••• » Sk+1 o środku w punkcie (O, ... , 0), przy czym 

~2~jedna z tych sfer ma zawsze promień równy 1 • Jeśli k jest
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liczbą parzystą, to środek kuli liczy się jako 1/2 sfery.
Miary X ^, X ^ t ... , X k przyporządkowane odpowiednim

~sferom mają na każdej z tych sfer rozkład jednostajny. Licz­
ba sfer jest funkoją niemałejącą stopnia wielomianu będącego 
funkcją regresji, natomiast dla ustalonego stopnia k funk­
cji regresji miary X ̂ ... , X k+>j oraz promienie

~

r1? r2, ... , rk+1 sfer S.,, S£, ... , Sk+1 są funkcją licz-
~2~ ~by zmiennych. Gdy k = 1 , to oczywiście cała miara 1 jest

przyporządkowana powierzchni kuli. Gdy k = 2, to środkowi 
kuli jest przyporządkowana miara 2/ £(m + 1 )(m + 2)] , a po­
wierzchni kuli - miara (rri+1 y(m+2)' 3 ^Por* )• W tabeli
1.1 podano dla przypadku k = 3 miary X 2 i promienie 
r2 (oczywiście r1 = 1, X^ = 1 - X^ ), gdy liczba zmien­
nych m nie jest większa od 10. (por. [7]).

T a b e l a 1.1

m r2 x 2

2 0,447 0,3077
3 0,516 0,2455
4 0,545 0,1695
5 0,560 0,1241
6 0,570 0, 0948
7 0,576 0, 07 49
8 0,581 0,0607
9 0,584 0,0502
10 0,587 0,0422

W sytuacji, gdy X1 = X2 = X , przy czym zbiór X tworzy
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kostkę w przestrzeni E,m , natomiast funkcja regresji jest 
wielomianem m zmiennych, rozwiązania zadań 2 i 3 znane są 
przy założeniu, że wielomian ten jest co najwyżej stopnia dru­
giego. Poza tym dla wielomianów niektórych wyższych stopni 
rozwiązania są znane dla określonej liczhy zmiennych, np. dla 
wielomianu stopnia trzeciego dwu zmiennych (por. [7 ] ). Dla 
wielomianu stppnia pierwszego rozwiązania zadań 2 i 3 wynika­
ją bezpośrednio z wyników przedstawionych w rozdziale IV, po 
uniezależnieniu ich od liczhy obserwacji. Pewne rozwiązanie 
zadań 2 1 3  dla kwadratowej funkcji regresji co najwyżej 5 
zmiennych podał Kiefer w pracy [28]. Rozwiązaniem jest miara 
probabilistyczna przyporządkowująca miarę X w każdemu z 2m 
wierzchołków kostki, miarę X k każdemu z m2m_1 środków 
krawędzi łączących wierzchołki kostki oraz miarę X  każ­
demu z m(m-l)2m-^ środków ścian dwuwymiarowych kostki m-wy- 
miarowej. Numeryczne wartości miar X . X, i X  ̂ w za- 
leżności od wymiaru m podane są w tabeli 1.2 . Rozwiązanie 
zadań 2 i 3 dla kwadratowej funkcji regresji dowolnej liczby

T a b e l a  1.2

m X w
2 0,1458 0,08015 0,0962
3 0,071975 0,01895 0,0328
4 0,03705 0,0038375 0,01185
5 0, 01928 0,0003125 0,004475

zmiennych uzyskali Farrell, Kiefer i Walbran [ 7 ] . Wyniki 
tych autorów są następujące: Niech J*' oznacza podzbiór 
m-wymiarowej kostki X = , ••• , xffl) , -1 < ^  1
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( 1  = 1 , ... , m)| złożony z tych 1  tylko tych 2m“  ̂ (̂ )
punktów kostki, któryoh dokładnie j współrzędnych równa
się zeru, natomiast pozostałe współrzędne są równe +1 lub
-1 . Np. J° jest 2m-elementowym zbiorem wierzchołków kost-
ki, J jest m • 2m_ -elementowym zbiorem środków krawędzi
kostki, a J111 jest zbiorem, którego jedynym elementem jest
środek kostki. Niech J(J1 fj2 ,j.j) = ^  j 1  , gdzie
O ^ j1 <  j2 < J3 < m, tzn. zbiór »j2, j-j) jest sumą
trzeoh różnych zbiorów spośród zbiorów J°, j"*, J2 ,..., J111.
Miara probabilistyczna^* spełniająca dla nieujemnych oałko

mwitych liczb a. , gdzie 2_! ai < 4 , warunki
1 i=1 1

1o

0 gdy co najmniej jedna z 
liczb aŁ jest nieparzysta 

A (a 1 ,...,am ) gdy wszystkie 
liczby a^ są parzyste

2 ° ACa^,...^ ) = const dla dowolnej permutacji ustalonego
ciągu a^, ... , am ,

3° J = 1 ,
<U j>| > j2> J3 )

jest rozwiązaniem zadań 2 1 3  wtedy i tylko wtedy, jeśli 
= O, j2 = 1 , 2 < j3 < m, gdy 2 < m < 5 

ji = O, j2 = 1 lub 2 , 3 ^  <  m, gdy m ^ 6 ,
oraz A  (2 ,0,0, ... > 0) = A(4 >0, O, ... } 0) =

(m+3.).
4 (m+l)(m+2 )

(2m2 + 3m + 7 ) + (m-1 ) \/(4m2 + 1 2m + 17)

A  ̂ 2,2,0,.«.,0,...,0) —
,(m+3). (4m'3 + 8m2 + H m  - 5) + (2m2+m+3) ^(4m2+12m+17)

8 (m+1 ) (m+2 ) J [_

Łatwo zauważyć, że wcześniejszy wynik Kiefera [28] dla m < 5 
jest szczególnym przypadkiem rozwiązań Farrella, Kiefera i
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Walbrana, a mianowicie cała miara jest tam skoncentrowana 
na zbiorze J(0, 1 , 2 ) .

Przypadek X^ = X2 = X , gdzie zbiór X =£x =(x^,...,xm) :

I X  = 1 , x^ > O (i = 1, ... , m)^ tworzy simpleks m-1 
wymiarowy w przestrzeni £ m , interesuje tych eksperymentato­
rów, którzy zajmują się planowaniem doświadczeń z mieszanina­
mi, a więc np. chemików i technologów. Rozwiązania zadań 2 
i 3 przy funkcjach regresji, które są rozmaicie określonymi 
wielomianami m zmiennych, można dla tego przypadku znaleźć 
np. w pracach Kiefera ("28], Farrella, Kiefera i Walbrana £ 7 ], 
Atwooda [i ] oraz G-olikowej i Mikeszinej ^36 ]-

Spośród wyników teorii planów przybliżonych należy wymie­
nić również grupę prac Kiefera i Wolfowitza [3 3 ], Hoila [ 1 9 ], 
Studdena [̂ 38]], {[39] i innych autorów, które zawierają uogól­
nienie cytowanych wyżej wyników Hoela i Le-vine,a [ 2 0 ] na 
przypadek, gdy funkcje f1(x), ... , fk (x) w równaniu EYy = 
®1f1(x) + ... + tworzą system Czebyszewa, tzn. gdy
są one takimi funkcjami ciągłymi określonymi na odcinku a,b ] 
prostej rzeczywistej, że każda kombinacja liniowa a^f1(x) + 
a2f2(x) + ... + a^fj^ar), gdzie a1 + a2 + ... + ak >  O, ma 
na odcinku £a,b ] co najwyżej k-1 różnych miejso zerowych.
Z punktu widzenia zastosowań interesująca jest seria prac na 
temat sekwencyjnego generowania rozwiązania zadania 2. O me- 
todaoh sekwencyjnego osiągnięcia takiej optymalnej miary pro­
babilistycznej traktują np. praoe Wynna [ 4 0 ] , Fiedorowa {[9 ] 
i najnowsza praca Atwooda [2 ] . Bezpośrednie znaozenie dla za­
stosowań ekonomicznych mogą mieć prace Bandemera [3 ]i Junga 
[2 3 ], w któryoh dla liniowej funkcji regresji jednej zmiennej
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explicite rozważa się zagadnienie kosztów eksperymentu.
Przegląd wyników teorii planów przybliżonych, osiągniętyoh 

do roku 1965 zawiera rozdział 10 monografii Karlina i Studde- 
ua [2 5 J , przy czym oryginalne wyniki autorów tej monografii 
zebrane są w [2 6 ]. Zbiór [36] prac autorów związanych z Labo­
ratorium Metod Statystycznych Uniwersytetu Moskiewskiego sta­
nowi w części próbę wykorzystania teorii planów przybliżonyoh 
w praktycznym planowaniu eksperymentów, a mutacje niektórych 
artykułów (por. np. [35]) z tego zbioru opublikowano w czaso­
pismach zachodnich. Rangę tej grupy uozonych radzieckioh okre­
śla fakt, że monografia Fiedorowa [ 9 ] poświęcona teorii plano­
wania eksperymentów została przetłumaczona na język angielski 
i wydana w Stanach Zjednoczonych. Zainteresowanie problematy­
ką planowania eksperymentów dla zagadnień regresji jest rów­
nież bardzo żywe w NRD, a ostatnio i w Polsce, czego dowodem 
mogą byó np. niedawno wydane książki Bandemera i współauto­
rów [4 ] oraz Kacprzyńskiego [2 4 ] •

Należy jeszcze zwróció uwagę na związki między sformułowa­
nymi uprzednio kryteriami 1 - 4  optymalności planów ekspe­
rymentalnych i postawionymi w teorii planów przybliżonych za­
daniami 1 - 4 . Używająo terminologii kryteriów 1 - 4  moż­
na powiedzieć, że zadania 1 - 4  polegają na wyznaczeniu od­
powiednio miar A, D, G lub I - optymalnych w szerszej kla­
sie $ miar probabilistycznych. Jest oczywiste, że plan 
optymalny dla rodziny 3Ĵ. może nie byó rozwiązaniem żadnego 
z zadań 1 - 4 . Z drugiej strony, z uwagi na punkt (d) 
twierdzenia 1, można sprowadzić każde rozwiązanie zadań 1 —
4 do miary dyskretnej skoncentrowanej na skończonej liczbie



- 29 -

punktów. Jeśli w każdym z tych punktów skoncentrowane są 
miary "będące liczbami wymiernymi, to takie rozwiązanie je­
dnego z zadań 1 - 4  jest dla pewnego N planem optymalnym 
w sensie odpowiadającego temu zadaniu kryterium. Dowolną mia­
rę rozwiązującą jedno z zadań 1 - 4  można też - dla dosta­
tecznie dużego N - zmodyfikować tak, żeby otrzymać plan e- 
ksperymentalny dla N obserwacji a p r . o k s y m u j ą c y  
optymalny plan eksperymentalny w sensie odpowiedniego z kry­
teriów 1 - 4 . Dla niezbyt wielkiej liczby N bezpośrednia 
modyfikacja rozwiązań zadań 1 - 4  może jednak dać plan eks­
perymentalny daleki od wymagań optymalności stawianyoh przez 
odpowiednie z kryteriów 1 - 4 . Powoduje to istotne ograni­
czenia w zastosowaniu teorii planów przybliżonych do konstru­
kcji optymalnych planów eksperymentalnych. Podkreślić trzeba, 
że planowanie eksperymentów z małą liczbą obserwacji jest 
bardzo ważnym zagadnieniem w praktyce doświadczalnictwa.
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Rozdział II

REGRESJA LINIOTA NA ODCINKU PROSTEJ

Załóżmy, że X = X̂  = X2 = [a,U ] , U > a , k = 2 ,
(x) = 1, f2(x) = x . Wówczas funkcja (1.2) ma postaó

(2.1) EYX = 01 + 02x .

Przedstawimy teraz plany eksperymentalne dla estymacji tej 
funkcji regresji liniowej, które spełniają niektóre z poda­
nych w rozdziale I kryteriów optymalności.

Jeżeli liczha obserwacji jest nieparzysta, tzn. N = 2n +*1, 
gdzie n = 1, 2, ... , to plan eksperymentalny PM „ e 33 M
określony następująco

r

a
< n

2n + 1

jest planem G - optymalnym * 1

1 ̂1 Ze względów identyfikacji kolejne plany eksperymentalne 
Pjj rozważane w tej pracy będą oznaczane dodatkowymi wskaźni­
kami, np. w rozdziale bieżącym rozważa się plany PN  ̂ oraz 
PN 2 > a rozdział III zaczyna się od prezentacji planu

PN,10 *

n , i

a + b 
2
1

2n + 1 
a 'i

n
2n + 1
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Z określenia planu eksperymentalnego P„ . oraz ze wzorurJ 11
(1.3) wynika, że

(2.2)
1

a+b
2

a-t-b
2

4n f a +b ) + C a+b) 
4n(2n+1)

(2.3) M _ 1 ,1)

4n Ca. +b )+fa+b) 
2n(a-b)2

-(2n+1)(a+b) 
n(a-b)2

Wobec tego1 ̂

-(2n+1)(a+b) 
n(a-b)2

2(2n+1) 
n(a-b)2

(2.4) d(x, 1

x

2(2n+1) x2 _ 2(2n+1)(a+b) x + 4n(a2+b2)+(a+b)2 
n(a-b)2 n(a-b)2 2n(a-b)2

Prawa strona równania (2 .4) jest funkcją kwadratową zmiennej
Ox o dodatnim współczynniku przy x . Oznaoza to, że funkcja 

d(x, P^ ^) nie osiąga maksimum wewnątrz odcinka £a,bj .
Stąd łatwo widać, że

(2.5) ma* ._ d(x, x € ta*13] PN,1 ̂ = d(a, PNł1) = d(b, PNj1) =

- 4n+1 = 2 + -L = 2 + — L-2n 2 2n 2 + N-1 *

1  ̂ Zapis | 1 x 
tach 1 oraz x

£l xj oznacza jednowierszową macierz o dwu elemen—
zapis oznacza wektor o dwu składowych

równych odpowiednio 1 i x
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W świetle punktu c twierdzenia 2 otrzymany wynik nie 
rozstrzyga o G - optymalności planu ^. W rzeczywistości 
plan Pjj  ̂ tę własność posiada. Dowód G - optymalności pla­
nu eksperymentalnego PN  ̂ dla N = 2n + 1 (n = 1, 2, ... ) 
obserwacji jest głównym wynikiem pracy Junga [22 J .

Przytoczymy z kolei znane

TWIERDZENIE 4 • Niech X = X,, = X£ = [a,bj , k = 2 , 
f1 (*) = 1 > = X . Wówczas dla każdej parzystej liczby
obserwacji N, tzn. N = 2n , gdzie n = 1, 2, ... , plan
eksperymentalny P^ 2 € określony następująco

r

<

L

a
n
N

b
n
N

► Sizie S = |

jest planem D - optymalnym i równocześnie planem G - opty­
malnym.

Dowód. Ze wzoru (1.3) wynika, że dla planu eksperymen­
talnego PN ^ mamW

1
(2 . 6 ) M (PN ,2> =

a + b

a + b a2+ b2

(2.7) P̂N,2^“

2 (a2+b2) 
(a-b)2

-2(a + b) 
(a-b)2

-2(a+b) 
(a-b)2

4
(a-b)2

Wobec tego

(2.8) d(x, PNj2) = [i x ] M - 1<PN>2)
1

x



4
(a-b) 2

x +.2 _ 4(a+b)
(a-b) 2

2 (a2+b2)
(a-b) 2

Otrzymane wyrażenie jest kwadratową funkcją zmiennej x
po współczynniku dodatnim przy x . Oznacza to, że funkcja 

d(x, Pjj 2 ) nie osiąga maksimum wewnątrz odcinka [a,b ] . 
Stąd łatwo widać, że

(2-9) X " 4(a> PN,2> = d^> PN,2> = 2 •

Przy poczynionych założeniach z twierdzenia 2 wynika, że
dla dowolnego planu eksperymentalnego zachodzi nierówność
mąx d(x,P.T) > 2 • Z równości (2.9) i z tegoż twierdze- x e [a,b] N

nia 2 wnioskujemy zatem, że plan P^ 2 jest D - i G - 
optymalny.

c.b.d.o.

Twierdzenie 4 dla przypadku a = -1, b = 1 pozostaje w 
bezpośrednim związku z omawianymi w rozdziale I wynikami 
Guesta [l3^i Hoela [ló] dla funkcji regresji będącej wie­
lomianem dowolnego stopnia, gdy stopień wielomianu jest rów­
ny 1 . Ponadto przy a = -1 i b = 1 plan P^ ^ jest nie 
tylko D - i G - optymalny, ale także A - oraz I - opty­
malny. A - optymalność wynika łatwo z twierdzenia 3, gdyż dla 
a = - 1  i b = 1 macierz M(P^ ^) =
(1.10) z twierdzenia 3 jest spełnione dla c = 1. Podobnie 
I - optymalność otrzymujemy bezpośrednio z cytowanego na str. 
21-22 (rozdz.I) wyniku Mai jutowa i Fiedor owa [3 4 ] •

Warto jeszcze zauważyć, że zgodnie z oczekiwaniem praw­
dziwe jest następujące

TWIERDZENIE 5. Niech N 1 i N2 oznaczają dwie liczby 
naturalne takie, że ^  > N^ 2 . Jeżeli w celu estymacji

1

O i równanie
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funkcji regresji (2.1) na odcinku [a,bj wykoiaano ob­
serwacji według planu eksperymentalnego , gdy jest
liczbą nieparzystą, zaś według planu P„ „ , gdy N-j jest 
liczbą parzystą, a ponadto jeśli wykonano N2 obserwacji we­
dług planu PM . , gdy N0 jest liczbą nieparzystą, zaś we-1̂ 2 > i ^
dług planu P̂ . 2 , gdy U2 jest liczbą parzystą, to:

1° ( Ż v a r  &). >  (^]var &)« ,
1=1 1 1  1=1 x Ł

gdzie ( x ;  Var \ h  oznacza sumę wariancji estymatorów
1=1

i ©2 , gdy wykonano N. (j = 1, 2) obserwacji;

Yol ( G15 §2)1 >  Vol C $,i ©2)2 »
A  Agdzie Vol ( 0^, ©2)j oznacza pole elipsy koncentracji roz­

kładu estymatorów Ĝ  , ©2 > gdy wykonano Nj (j = 1, 2) ob­
serwacji;

> e 2 ’

S? = max , „Var (EY„) = maxx N 1 3r € [a
J

gdzie 6. = max ,,& j x e La, bj ,,3diX> S>3.^
oznacza maksymalną wartość wariancji estymatora funkcji re­
gresji (2.1) na odcinku £a,bJ , gdy wykonano N ̂ obser­
wacji według planu P^ ^ (i,j = 1, 2) ;

t)
4° « ? > « ! >

S^ie Sf = ̂  f  Var(BIx) dx = | -JL d(x,PN ̂ >3*
oznacza wartość średnią wariancji estymatora funkcji regresji
(2.1) na odcinku [a,b ] , gdy wykonano N^ obserwacji według 
planu PN ± (i,j = 1, 2) .
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Dowód każdej z nierówności od 1° do 4° podzielimy na 
3 przypadki:

Przypadek A, gdy Ig i Ig są dwiema liczbami nieparzystymi.
Przypadek B, gdy N i Ig są dwiema liczbami parzystymi.
Przypadek C, gdy Jedna z liczb Ig, Tg Jest liczbą parzy­

stą, a druga - nieparzystą.
Udowodnimy najpierw nierównośó 1°.
Ze wzoru (1.5) wynika, że

\ 6^ _11 fti  ̂ . „22( g  T «  - Tf- ■' (P, i) + ■

gdzie m11^.. . ) oznacza 1-ty (1 = 1, 2) element głównej
V  _ 1przekątnej macierzy M (P^ .j_) .

J
Jeśli Ig Jest liczbą nieparzystą, to ze wzoru (2.3) 

otrzymujemy

.11^  N 4ig(a2+ *2)+(a+*>)2 22 ' V  s 2(20^1)m CPW =NJłl 2nJ(a-b)i » m <Pm 1) =--- 7 ~ &MJ»1 n ^ a - b r(a-b)'

skąd

(2.10) ( X > a r  O,),
1=1 L  J

g2 4n,.(a2+b2)+(a+b)2+4(2n.,+1) = —  • — d —N 2n .ga-b)2
JL

g 2 (2N1-1) (a2+b2) + 2ab + 4Ig
= ifT* . w  ,.n2 *(lg-l)(a-b)‘

gdyż Ig = 2n ̂ + 1 .
Jeśli Ig Jest liczbą parzystą, to ze wzoru (2.7) otrzy­

mujemy

2(a2+ b2) ®22(pn .,)•=— 4H‘J>2 (a-b)‘ ''i-2 " (a-b)2 ’

skąd
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( 2 . 1 1 )
2(a2 + b2 + 2) 

(a-b)2

Przypadek A. Należy udowodnić, że (por. wzór (2.10)), że
(o2 (2N^-1)(a2+b2) + 2ab + 4N^

(2 . 1 2 ) N. (N1-l)(a-b)<

2 (2N«-1) (a2+b2) + 2ab +4-N,- 1- .N (N9-l)(a-b)‘ >  O .

W tym celu wystarczy pokazać, że powyższa nierówność jest 
spełniona dla N2 = + 2 , gdzie 5, 7, ... . Otrzy­
mujemy wtedy
(52 (2N^-1) (a2+b2)+2ab+4N1 .. g 2 (2^+3) (a2+b2)+2ab+4(N.,+2)
N1 (Ni - ' l ) ( a -  b>1 (N^+1) (a -b )2

Q 2 4N2 (a2+b2+2) + 4 (21^+1) ab + 2 (21^-1)(a2+b2)
(a-h)2 (^-1) N1(N1+l)(N1+2)

Ponieważ >  3» więc otrzymane wyrażenie jest dodatnie, tzn. 
spełniona jest nierówność (2.12).

Przypadek B. Ponieważ N^ >  , więc nierówność 1° wyni­
ka natychmiast ze wzoru (2.11).

Przypadek C. Z udowodnionych już przypadków A i B wyni­
ka, że nierówność 1° wystarczy dowieść tu dla N2 = N^ + 1.

Jeżeli jest liczbą nieparzystą (N̂  =3? 7 , i.. ),
to ze wzorów (2.10) i (2.11) mamy

(<y~>. Var §.), - Var ^ ) 2 =
1 = 1 1 1  W
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_ sf . (2M1-1)Ca2l-t2)+2ab+4H1 _ 2fa2 + „2 + z)

H1 (t^-lHa+b)2 H1+1 ' (a-b)2

6 2 (3H.-1)(a2+b2) + 2(JT.+l)ab + 8M.= — ---- -•___ 3________________ J__________ L_ > q
(a-b)2 CN1—1) N1 (N.,+1)

Jeżeli jest liczbą parzystą = 2, 4> 6, ... ),
to ze wzorów (2.11) i (2.10) mamy

( Ć  Var Si )-. - ( Ź  Var & ) 2 =
1=1 1 1  1=1 1 d

# 2(a2+b2+2) 6 2 . (21^+1 )(a2+b2) + 2ab + 4 (N.,+1)
N1 (a-b)2 N1+1 N.,(a-b)2

6 2
N., (N.,+1 ) >  °’

co kończy dowód nierówności 1°.

Udowodnimy teraz nierówność 2°.
Ze wzoru (1.6) wynika, że nierówność 2° jest równo­

ważna nierówności

(2.13) N2 *det M(PN ±) <  N2*det MtP^^) ,

gdzie i,l = 1, 2 .

Przypadek A. Ze wzoru (2.2) mamy

4n . (a2+b2) + (a+b)2 
(2.14) det M(Pj,3)1) = ' J 4(2aj7fj------ • -

Dj(a-b)2 _ (N^-1)(a-b)2
2(2nj+l)' ” 4 Nj

gdyż N . = 2n^ + 1 . Stąd
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N2 det
^  (1^-1) (a-b)2 

4

oraz

M (PN2 ,1> =
W2 (N2-l)(a-b)2

4

Porównując prawe strony obu równań otrzymujemy - wobec faktu, 
że N2 > - relację

która oznacza, że w rozważanym przypadku nierówność (2.13) 
jest prawdziwa.

Przypadek B. Ze wzoru (2.6) mamy

Ponieważ <  N2, więc nierówność (2.13) jest w tym przy­
padku oczywista.

Przypadek C. Z udowodnionych już przypadków A i B wy­
nika, że prawdziwość nierówności (2.13) wystarczy pokazać tu
dla N« = N, + 1 .2 1

Jeżeli jest liczbą nieparzystą (N^= 3, 5> 7» ••• )»
to ze wzoru (2.14) otrzymujemy, że

N2 det M(PN .,) <  N2 det M(PN ^) ,

2 2i  ̂ = a +~b /a+bx2 /a-b >.2N2 ,2; 2 M  2 j 1 2 J

N2 det M(PN ^) = N^N.,-1) (a-b)2
4

zaś ze wzoru (2.15) otrzymujemy dla N2 = + 1

Porównując prawe strony obu równań otrzymujemy relację
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(2.16) N2 det M C P ^ ^ )  <  (N^l)2 det M(PN 1>2) .

Jeżeli jest liczbą parzystą (N̂  =2, 4, 6, ... ),
to ze wzoru (2.15) otrzymujemy, że

n:
2

det M(r ) = u* ,
1 1

zaś ze wzoru (2.14) otrzymujemy dla N2 = N^+1
2

(N.,+1)2 det M(PN 1f1) = (N.,+1) N1

Porównując prawe strony obu równań otrzymujemy relację 

(2.17) N2 det M(PN 2) < (N.,+1)2 det M(PN 1?1) .

Z nierówności (2.16) i (2.17) wynika, że w omawianym 
przypadku spełniona jest nierówność (2.13)> co równocześnie 
kończy dowód nierówności 2°.

Z kolei udowodnimy nierówność 3°*

Przypadek A. Wystarczy tu pokazać, że różnica

2 2 62 62 
6 1 - «2 ■ s; xm?1a ,ł>]d(X>PN1,1) - Si xmH a , y a(x>PH2 ,1>

jest dodatnia dla = N.,+2 (N., =3, 5, 7» ..
wzoru (2.5) mamy wtedy

6 i - &2 = w^ ( 2 + _ irj+2 2̂ +

) . Ze

= 6 •2 2(2N2 + 2N1 - 1)
(N.,-1) N1(N1+l)(N1+2)

>  0 .

N,2Przypadek B. Dla planu P. mamy ze wzorów (1.7) i (2.9) t
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że
max Var (EY ) x € [a,t)3 * max d(x,P„ 9) = 6x € [a,b!] N ,2

2
N

Stąd wynika, że maksymalna wariancja estymatora funkcji re­
gresji (2.1) otrzymanego po wykonaniu N obserwacji zgod­
nie z planem P.T 0 Jest malejącą funkcją N. Wobec tego wIM y
przypadku tym spełniona Jest nierówność 3° •

Przypadek C, Z udowodnionych Już przypadków A i B wy­
nika, że nierówność 3° wystarczy dowieść tu dla Ng = N.,+1. 

Jeżeli N., Jast liczbą nieparzystą (N., =3, 5, 7> ••• ),
to

S 1 - = I ;  ^  xmeaXca,Wd(x’PN1+1,2)

Stąd oraz ze wzorów (2.5) i (2.9) otrzymujemy
3N, - 1

1 ”  ^ 2  " + N.,-1  ̂ "  N.,+1 *2 ~ 6  (N .,-1 )N1 (N.,+1 ) >  ° ‘

Jeżeli N1 Jest liczbą parzystą (N., =2, 4» 6, ... ), to
2 2

*1 - 6t ■ S; - TF
Stąd oraz ze wzorów (2.9) i (2.5) otrzymujemy

61 -  2̂ = ' 2 " N̂ +1 + 6 H1 (N.,+1) >  0.

Łąoznie z obydwu nierówności wynika, że spełniona Jest 
nierówność 3°.

Pozostaje Jeszcze pokazać, że prawdziwa Jest nierówność 4°.

Przypadek A. Dla nieparzystej liczby N = 2n + 1 (n = 1,
2, ... ) obserwacji nieoh (por. wzór (2.4))
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g(x; n,a,b) = ^ d(x, PN .,) =

_ 1 2(2n+1) 2 _ 2(2n+1 ) la+b) 4n(a2+b2) + (a+b)2,
2n+1 _n(a-b)2 n (a-b)2 2n(a-b)2

Nierówność 4° zostanie dla tego przypadku udowodniona jeśli 
pokażemy, że w wyrażeniu

6*
F^a

6 2 r13—  J g(x; n,a,t>) dxcl

dodatnia funkcja podcałkowa g(x; n,a,b) jest dla każdego 
ustalonego xe£a,b] funkcją malejącą parametru n . W tym 
celu wystarczy obliczyć różnicę g(x; n+1, a,b) - g(x;n,a,b) 
gdzie n = 1, 2, ... .Po pewnych przekształceniach mamy

g(x; n+1,a,b) - g(xj n,a,b) =

-2(2x2 - 2ax - 2bx + a2+ b2)(4n2+ 8n + 3) + (a-b)2(4n+3)
2n(n+1)(2n+1)(2n+3)(a-b)2

Dla wartości x zmieniających się w przedziale £a,b J różni-
Oca ta osiąga maksimum w punkcie —tj— . Maksimum to jest równe

7----— Ń—  < 0 •(2n+l)(2n+3)

Zatem g(x; n+1,a,b) - g(x; n,a,b) < 0 dla x e[a,bJ , 
tzn. g(x; n,a,b) jest malejącą funkcją n (n = 1, 2, ...), 
co w danym przypadku dowodzi słuszności nierówności 4°.

Przypadek B. W dowodzie twierdzenia 4 (patrz wzór (2.8)) 
pokazano, że wyrażenie d(x, P^ ^) nia zależy od liczby N 
wykonanych obserwacji. Wobec tego w omawianym przypadku
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621 <o2 f 1_ 
t - a a3 ^ d(x, dx • G(a,h)

oraz

6, = 3 ̂ r*3 1
=5 i SJ a(x>6

'b-a

'Nof2‘) dx = • TT • 6(a,b)W,

gdzie

Ponieważ
że

G (a,t>) = $ d(x, PN >2) dx (3 = 1,2) .
a 3

N2 > N.,, więc z powyższych równości otrzymujemy,

621 > G 2
2 *

Przypadek C. Z udowodnionych już przypadków A i B wy­
nika, że nierówność 4° wystarczy dowieść tu dla N2 = N.,+1.

Jeżeli N,, jest liczhą nieparzystą, to można napisać 
N., = 2n + 1, N2 = 2n + 2, gdzie n = 1, 2, ... . Wówczas ze 
wzorów (2.4) i (2.8) otrzymujemy, że

1 , / p \ 4(2n+l)x2- 4(2n+1) (a+~b)x + 4n(a2+h2') + (a+h)2
2d+1 alx >r2n+l,lJ - 2ń(2n+l)(a-b)2

oraz

1 a,-x P 1 = 2x2 - 2(a+b)x + (a2+b2)
211+2 d X̂,22lH-2|2' (n+1) (a-b)2

Łącząc prawe strony powyższych równań znakiem większości 
otrzymujemy nierówność

4(2n+1 )x2-4(2n+1) (a+h)x+4n (a2+h2) + (a+~b)2 ̂
2n(2n+1)(a-h)2

2x2-2(a+h)x+(a2+h2) 
(n+1)(a-h)2
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którą można sprowadzić do postaci

4 (2n+l)(x2 - ax - hx) + (n+l)(a+h) 2 + 2n(a2+h2) > 0.

Lewa strona tej nierówności osiąga minimum dla 
Przy tym minimalną wartością lewej strony jest 
oznacza, że

2̂*18  ̂ 2n+1 d X̂,P2n+1 ,1  ̂ >  2n+2 d x̂,P2n+2 ,2  ̂ dla kazdeS°
x e (- oo, oo).

Jeżeli jest liczhą parzystą, to można napisać = 2n,
N2 = 2n + 1, gdzie n = 1, 2, ... . Wówczas ze wzorów (2.8) 
i (2 .4 ) otrzymujemy, że

■ y _  a±b 2
(a-h)2, co

_L
2n d(x ,P2n,2  ̂ = 2x2 - 2 (a+h)x + (a2+h2) 

n (a-h)2

oraz

1 ń / p \ 4(2n+1)x2-4(2n+1)(a+h)x+4n(a2+b2 )+(a+b) 2
2n+1 d , P 2n+1 ,1 ' ' 2n(2n+1 )(a-h) 2

Łącząc prawe strony powyższych równań znakiem większości 
otrzymujemy nierówność

2x2-2(a+h)x+(a2+h2) > 4(2n+1)x2-4(2n+1)(a+h)x+4n(a2+h2 )+(a+h) 2 
n(a-h) 2 2ń(2n+1 )(a-h) 2

którą można przekształcić do postaci

(a - h ) 2 >  0.

Oznacza to, że

(2.19) -55- a(x,P2ll)2) >  2 ^ 1  aU.P2n+1)1) dla każdego
X  £ ( -  00 , 00  )
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Ponieważ -  62 oraz= b-a i L  d 3̂r,PN 1,î  dx a J J
Ajj- d(x,PN Ł) > 0 dla każdego x € ( - oo , oo ), gdzie
<) J

i j  = 1, 2 , więo w rozważanym przypadku nierówność 4° wy­
nika natychmiast ze wzorów (2.18) i (2.19) .

o.h.d.o.

Dla różnych liczh obserwacji wykonywanych według planu
eksperymentalnego Pw , lub P.T 0 w zależności od tego, czy  ̂ Js, n jn , ć.
liczba obserwaoji Jest nieparzysta czy parzysta, podano w 
przedostatniej kolumnie tabeli 2.1 maksymalne wartości wa­
riancji estymatora funkcji regresji (2.1) podzielone przez

owspółczynnik 6 . w ostatniej kolumnie tej tabeli zamieszczo­
no maksymalne wartości wariancji estymatora funkcji regresji

o(2.1) podzielone przez 6 , gdy N obserwaoji wykonuje się 
w punktach x^^, x^^, ... , x^^ otrzymanych z generatora 
liczb pseudolosowych o rozkładzie określonym gęstością

&Ax) =

1
2 dla - 1 x < 1

0 poza tym
tzn. o rozkładzie jednostajnym na odcinku £-1, 1 J . Genero­
wanie punktów o rozkładzie g^(x) nazwiemy tutaj sposobem 
losowym rozmieszczenia obserwacji. Dla ustalonej liczby N 
wartości maksymalne max var (EY )/6f2 podane w ostat-X C | 1j X
niej kolumnie tabeli 2.1 są średnimi otrzymanymi w serii 
30 eksperymentów komputerowych (por. rozdział Yl).

Jeżeli kryterium dobroci eksperymentu mającego na celu 
estymację funkcji regresji EYX = 9̂  + ®£x na odcinku 
[-1 , i] Jest kryterium G - optymalności, to wyniki zamie­
szczone w tabeli 2.1 pozwalają ocenić korzyści stosowania
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N

2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
1718
19
20
21
22
23
24
25
30
35
40
45
50
60
70
80
90
100
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T A B E L A  2.1

Maksymalne wartości warianoji 
estymatora funkcji regres 31 EIX= s, + V

Sposób rozmieszczenia obserwacji
według planu P^  ̂ albo P^ ^ losowy

Liczba obserwao ji
w punkcie max Var(EY )/S2 max Var(EY„)/«2

a+b x 6 Cajbj X6L-1,1] xa 2 b

1 1 1 58.7771 1 1 .833 25.2692 — 2 .500 3.8032 1 2 .450 1.679
3 - 3 .333 1.589
3 1 3 .310 1.069
4 - 4 .250 .754
4 1 4 .236 .5975 - 5 .200 .560
5 1 5 .191 .4906 - 6 .167 .4776 1 6 .160 .412
7 - 7 .143 .373
7 1 7 .138 .3708 — 8 .125 .330
8 1 8 .121 .316
9 - 9 .111 .279
9 1 9 .108 .294
10 — 10 .100 .248
10 1 10 .098 .238
11 — 11 .091 .226
11 1 11 . 089 .205
12 — 12 .083 .198
12 1 12 . 082 .19715 - 15 .067 .160
17 1 17 .058 .133
20 — 20 .050 .11922 1 22 .045 .098
25 — 25 .040 .095
30 - 30 .033 .075
35 - 35 .029 . 064
40 - 40 .025 .054
45 — 45 .022 .048
50 Hf 50 .020 .044
100 — 100 .010 .021
250 — 250 .004 .008
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G- - optymalnych planów eksperymentalnych P.T . luh P T _
w porównaniu ze sposobem losowym rozmieszczenia obserwacji.
Np., gdy N = 4 i to wykonanie obserwacji według planu P 9
daje wynik około 7,6 razy dokładniejszy, gdy N = 15 , to
wykonanie obserwacji według planu P,- , daje wynik okołoi i
2,7 razy dokładniejszy, gdy N = 500, to wykonanie obserwa­
cji według planu P^oq 2 daje wynik 2 razy dokładniejszy 
w porównaniu ze sposobem losowym rozmieszczenia cztereoh, pięt­
nastu lub pięciuset obserwacji. Podobnie, jeśli np. żąda się, 
żeby ^ m^x^ .jjVar(EYx )/ 6> < ^ , to dla spełnienia tego wa­
runku potrzeba wykonać albo 6 
malnego planu

- 1

26

obserwacji według G - opty-

-1

2
6

> ł

albo też wykonać średnio 16 obserwacji w punktach rozmie­
szczonych losowo na odcinku £-1, ij. Analogicznie, jeśli 
np. eksperymentator dysponuje środkami na wykonanie N = 30 
obserwacji zmiennych losowych Y o wartości oczekiwanej 
EY = 8̂  + 8;pX, to przy losowym sposobie rozmieszczenia 30 
obserwacji na odcinku Q —19 1 J osiągnie on dokładność esty­
macji daną następującą przybliżoną równością

maje Var (EY V  <0 2 & 0,16 .X € L-1,1J x
Tą samą dokładność można jednak osiągnąć wykonując o wiele 
mniej, bo tylko 13 obserwacji według planu

r
- 1 0 1

>

6 1 6 > 1
13V 1 3 13 V
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co pozwala eksperymentatorowi zaoszczędzić znaczną część 
środków. Jeśli potrzeba oszczędzania jest zbyteczna, to w mia­
rę możliwości eksperymentator powinien wykonać 30 obserwacji 
według & - optymalnego planu

-1 1
1 1 1 1  *30 30

J

co daje 2,4 razy większą dokładność estymacj'1.
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Rozdział III

REGRESJA LINIOWA NA KOSTCE DWUWYMIAROWEJ (KWADRACIE)

Kostką dwuwymiarową nazywamy (por. określenia podane na 
początku rozdziału IV) zbiór X={x = (Xl,x2), 
i = 1, 2 ]• . Liniowa funkcja regresji na tak określonym zbio­
rze X ma postać

(3.1) EYx = ®o + V l  + ®2X2 *

Dla tej funkcji regresji będziemy rozważali cztery następu­
jące rodziny planów eksperymentalnych, na kwadracie:

I. Jeżeli liczba obserwacji N = 4k, gdzie k = 1, 2,..., 
to bierzemy pod uwagę plan eksperymentalny Pjj. ^q określo­
ny następująco

(3.2) , 1) (1, - D (-1, D (-1, - D
_k_ _k_ k ►»
4k 4k 4k 4k

II. Jeżeli liczba obserwacji N = 4k + 1, gdzie k = 1, 
2, ... , to rozważamy plan eksperymentalny P^ ^  określo­
ny następująco

(3.3)
( 1 , 1 )

k+1
4k+1

(1,-1) (-1,1)
k k

4k+1 4k+1

III. Jeżeli N = 4k + 2, gdzie k = 1, 2, 
niujemy plan PNji2

(-1, -1)
k
4k+1

, to defi-

>•

w sposób następujący



- 49 -

d , 0 (1, -1) (-1, 1) C-1, - 1 )
(3.4) < k+1

4k+2
k
4k+2

k
4k+2

k+1
4k+2

► •

IV. Jeżeli N = 4k+3, gdzie k = 0, 1, 2, ... , to plan

PN , 13 określamy następująco

(̂1 , o (1, -1) (-1, 1) C-1, - 1 )
(3.5) < k+1

4k+3
k+1
4k+3

k
4k+3

k+1
4k+3

Plan eksperymentalny Pjj ^  jest tu rozważany dlatego, 
że na mocy twierdzenia 7 (rozdział IV) Jest to plan A -,
D - i G - optymalny dla funkcji regresji (3.1) przy li­
czbie obserwacji N = 4k (k = 1, 2, ... ) . Ograniczenie 
się do planów P^ ^^ - P^ ^  ma tę własność, że po wyko­
naniu N obserwacji według jednego z nich istnieje możli­
wość wykonania dodatkowych d obserwacji w taki sposób, jak 
gdyby łączna liczba N + d obserwacji była wykonana znów 
według jednego z planów eksperymentalnych P^ - PN 13 * 

Podamy teraz niektóre charakterystyki planów eksperymen­
talnych •

I. Plan eksperymentalny P^ ^q :

0 O
1 O 
O 1

(3.6) j z  = 3

(3.7) det M(Pn>10) = 1

^,10) = 1 + X1 + X2

M P̂N,10^ M P̂N,10^

1

o
o
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(3.8) 5JU «C*. = 3

1 1
(3.9) j  {  j  Var (EY^) dx1 dx2 =

to ' ■i
= T  I j  n r  4 ( x > r  -1  -14 ^ 4k “'•*> 'N,10} dX1 dX2 = S lik *

II. Plan eksperymentalny P.N,11 *

“ P k .i i> ■ 4k+1

1

1
4k+1

1

4k+1 4k+1

4k+1

8k^+6k+1 -(4k+1)
8k2+6k

2(8k2+6k) 

—(4k+1)

2(8k^+6k)

-(4k+1) 8k2+6k+1
8k2+6k

-(4k+1 )
_2(8kT+6k) 2(8k^+6k)

-C4k+1)
2(8k2+6k)

-Uk+1) . 
2(8k2+6k)

8k +6k+1 
8k2+6k

(3.10) ńi=1 m P̂N ,11  ̂ 3
8k +6k+1 
8k2+6k

(3.11) det M(P„ ) = 1 + ■;8- -1- -ó- N »11 (4k+l)J

(Sk^+ók+l)(x2+x2+1) - (4k+l)(xi+x1x2+x2)
d^ » PN,11} = 8k2+6k

(3.12) mąx d(x,Pw , . )  = 3 + -ffi-2— x«X N »H 4k2+3k
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, 1 1
(3.13) Ą $ ^ Yar (EYy) dx-| dx2 =

= 5-  f  f1 _3__dfx P i ax ax = s 2 ? 2̂k+'1 )4 _ ł 4k+i 4‘X >PH,11) ixi dx2 5 6(4fc2+3k)

III. Plan eksperymentalny P.N , 12 *

M ^N,12^ =

1

O

O 2k+1

0

1
2k+1

1

1 0 0

M 1(PN,12^ ° 0 (2k+l)2 -(2k+1)
(2k+1)2-1 (2k+l)2-

o -(2k+l) (2k+l)
(2k+1)2-1 (2k+1)2-

(3.14) £  m^CP 1=1 N|12^ = 1 +
(2k+1)2 
2k(k+1)

(3.15) det M(Pn « >  - 1 -
1

(2k+l)2

(2k+1 )2(x2+x|) - 2(2k+l)x.x?
4<x ’pn ,i2>  ----------7 k f e l — :----~  + 1

(3.16) max a(x,PK)12) = 3 + J

1 1
(3.17) J i  i  Var (EYy ) dx., dx£ =
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« i i
4k+2 d^ ,PN,12^ dx. dx.

IV. Plan eksperymentalny PrN , 13'

m (pN j13) 4k+3

zĄ__
4k+3

4k+3

1

_1__
4k+3

-1
4k+3

_J__
4k+3

1

M P̂N,13^

(3.18)

(3.19) 1 - ;sr;>>
(4k+3) (2k+1) (x^+x^+1) + (4k+3)(x2-x1:

2 (4k+1) (k+1)

(3.20) !?fx d(X,PH.13) = 3 + 4 M

4k±2ll2k±l) 
(4k+1) (k+1)

~(4k+3) 
4(4k+1)(k+1) 4k+34(4k+l)(k+1)

. -Cite+a)— -4(4k+1)(k+1)
J^k+lUak+l)
2(4k+1)(k+1)

-I4k+3)
4 (4k+1)(k+1)

4k+34(4k+1)(k+1) ... -C%3)._4(4k+1)(k+1)
(4k+3)(2k+1) 
2 (4k+1)(k+1)

1_
4 Yar (EYX) dx^ dx2 =(3.2 1)
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4 4k+3 d(x,PN,13^ dX1 dX2 6 ' 6(4k+1) (k+1)

Dla planów eksperymentalnych P^ -| q “ PN 13 zachodzi 
poniższe

TWIERDZENIE 6. Niech N^ i N2 oznaczają dwie liczhy
naturalne takie, że N^ > N^ >  3 • Jeżeli w celu estymaoji
funkcji regresji (3.1) na kwadracie X = |x = \jx̂ , x^) ,
-1 ^ ^ 1 , i = 1, 2j, wykonano N^ obserwacji według
planu eksperymentalnego P„ Ą , gdzie i = 10 + N.(mod 4),im̂  ,x i
tzn. N^ obserwacji wykonano według jednego z planów 
P.T Pm >n ł a ponadto jeśli wykonano N„ obserwaoji
według planu eksperymentalnego P,T * , gdzie i = 10 + 
N2 (mod 4)? tzn. N^ obserwacji wykonano według jednego z 
planów P„2)10 - P„ „  , to :

( Ł Var §,), >  ( 2_! Var ®i)2 > 1 =  0 1=0 1  d

gdzie iT .' Var §̂ ) ̂  oznacza sum<
A A

V  ®i i §2, 6^7 wykonano

2° voi (e0, e1? §2),

gdzie i—ioO (80» ®1 ’ ) j oznacza
traćji rozkładu estymatorów A

®0>
U = 1, 2) obserwaoji;

«? >  6? ,

6‘
gdzie 6^ =xm|xx Var (EYX) = F “ d x̂ »PN i^ oznacza

maksymalną wartośó warianoji estymatora funkcji regresji
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(3.1) na kwadracie X , gdy N. obserwaoji wykonano we-
J

dług planu ± (i = 1 0 , 1 1 , 1 2 , 13i J = 1 j 2 );
i)

67 >  6 ‘
i .1

gdzie 6 j = \ ^  i  Var (EYX) dxi dx£ =

g ̂ 1 .1 j= —  J j ^ î l dx.| dx2 oznacza wartość średnią
™1 “ 1 j 3

wariancji estymatora funkcji regresji (3 *1 ) na kwadracie
X, gdy N. obserwacji wykonano według planu P^ ± (i =10, j j*
1 1 , 1 2 , 13J 3 = 1 , 2 ).

Dowód.
Udowodnimy najpierw nierówność 1°.
Ze wzoru (1.5) wynika, że

( f>ar %);, - T3 aU<-h 3 , l ) + + ■” <*>.,, i>_ •

Wobec tego prawdziwość nierówności 1° zostanie udowodnio­
na, jeżeli dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej k po­
każemy, że

2 2
"4̂  (p4k,1 0  ̂ >  4k+1 P̂4k+1 ,1 1  ̂ >

4k+2 ^ J m P̂4k+2,12^>  4k+3^j P̂4k+3,1

ii/p n
4k+4 ^4k+4,10;

3 >

oraz, że



i=1 ^ 1=1

Obliczająu > ^ fflll(r4k+4,10> 1

g m il(P4j10) ze wzoru (3 .6 ), ze wzoru

(3.10), i ” 1 1  ̂ 4^+2 ,1 2  ̂ ze wsoru (3.14), natomiast

ze wzoru (3*18), otrzy­
mujemy równoważną nierówności (3.22) nierówność

(1 <s?̂ 3 ^ . 3 (2k+1) ^ ~2 6k^+6k+1 ^13*24; ^ 4k > ® 2kUk+3) >  6 Ti77^wTY7vTTT >

ii ii

cs*2 __3(2k+l) ^ 2 3® * 2 fak+ 1 ) (k+ 1 ) >  ’ 77TŚ.-I 1 >

4k(2k+1)(k+1)

4(k+1)

oraz równoważną nierówności (3*23) nierówność

\  f f 2 > 3 ~ 24 ®

Ostatnia nierówność jest oczywista, natomiast prawdziwość 
nierówności poczwórnej (3*24) wynika łatwo po przekształ­
ceniu każdej z czterech tworzących ją nierówności pojedyn-

Oczych do postaci typu 6 h(k) > O, co kończy dowód nie­
równości 1°.

Udowodnimy teraz nierówność 2°.
Ze wzoru (1.6) wynika, że nierówność 2° jest równoważna 

nierówności
(3.25) N  ̂-det H(P„i(1) < h| • flet M(Ph (1)

gdzie i, 1 = 10, 11, 12, 13 . Prawdziwość nierówności 
(3.25) zostanie udowodniona, jeżeli dla dowolnie ustalo­
nej liczhy naturalnej k pokażemy, że
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U k )3 det M(I4kj10) ■= Uk+ 1 ) 3 det <

(4k+2)3 det M(P4k+2>12) < Uk+3 ) 3 det M(P4k+3)13) <  

(4k+4)3 det M(P4fc+4(10)

33-det M(P3j13) <  43 det-M(P4 10) .

Obliczając det M(P4k>10), det M(P4k+4)1Q) i det M(P4>10) 
ze wzoru (3.7)., det M(P4k+1 ze wzoru (3.11),
det M(P4k+2^12) ze wzoru (3.15), natomiast det M(P4k+:3 )
i det M (P ^ ^ 3 ) ze wzoru (3.19), otrzymujemy równoważną 
nierówności (3.26) nierówność

64k3 <  64Ł3 + 48k2 + 2Ok <  64k3 + 96k2 + 32k <

64k^ + 144k2 + 96k + 1 6  <  64k3 + 192k2 + 192k + 64

oraz równoważną nierówności (3 .2 7 ) nierówność

16 <  64 .

Prawdziwość ohu otrzymanych nierówności jest oczywista, co 
końifzy dowód nierówności (3.25), a tym samym dowód nierów­
ności 2 °.

Z kolei udowodnimy nierówność 3°.
Prawdziwość nierówności 3° zostanie udowodniona, je­

żeli dla dowolnie ustalonej liczhy naturalnej k pokażemy, 
że

2 2 
-fjj max d(x,P4kj10) > 4! ^  jaj d(x,P4k+1)11) >

(3.26)

oraz, że

(3.27)

(3.28)
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4^5 Sftx a(X,P4k+£,12> > S E C  ?IS d(x-P4k+3,13) =*

62TiTT/ max d^jP,, . . *)4k+4 xeX * 4k+4,10'

oraz, że
6 2 6 2(3.29) —r~ max d(x,P_ ._) >  — r- max d(x,P. . .)3 X€X ł 3,13' 4 *€X 4,10'

Obliczając max d(x,P.v ..) , raax d(x,P„1 . . i^ xłX 4k,10y * x*x v ' 4k+4,10'
max d C3rjP4>10) ze wzoru (3.8), max dCx »i>4k+1 f11) ze wzo­

ru (3.12), max dCyłI’4k+2 )-12) ze wzo;ru (3.16), natomiast
max d(x,P4k+:3^l:3) i max d(x,P3j13) ze wzoru (3.20), 0- 
trzymujemy równoważną nierówności (3.28) nierówność

(3.30) 2 T
6 - i

> 26 3k+2k(4k+3) > 6 2k(2k+1) >

2
6 4k+1 ^  ® 4(k+1)

oraz równoważną nierówności (3*29) nierówność

3 S 2 2

Ostatnia nierówność jest oczywista, natomiast prawdziwość 
nierówności poczwórnej (3*30) wynika łatwo po przekształ­
ceniu każdej z czterech tworzących ją nierówności pojedyn- 
czych do postaoi typu €> h’(k) >  0, co kończy dowód nierów­
ności 3° •

Na zakończenie dowodu twierdzenia 6 udowodnimy nierówność 4°. 
Prawdziwość nierówności 4° zostanie udowodniona, jeśli 
dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej k pokażemy, że
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^>31) ^  i^ > P4k,10) dX1 dx2 >

1 1 .
4k7i dtx>P4k+1,11) dx1 dx2 >

- f  4k+2 d x̂,P4k+2,12^ dx1 dx2 >

1 1

-/ 4k+3 d x̂,P4k+3,13^ dx1 dx2 >

1 1
_ £ J  4kTI d x̂ ’P4k+4,-IO> dx1 dx2

oraz, że
1 1 .

(302) $ $ 1 d x̂,P3,13^ dxl dx2 >

j J  * d(X,P4,10) ix1 dx2 •

Wykorzystując w celu obliczenia całek podwójnych kolejno 
wfcory (3.9), (3-13), (3.17), (3.21) i (3.9) oraz (3.21) 
i (3*9), otrzymujemy równoważną nierówność! (3.31) nie­
równość

fr> ^  10(2k+l) ^  10k2+10k +1 >
3k >  3k(4k+3) >  3k(k+lH2k+1)

10(2k+1) 5
3 (4k+1)(k+1) 3(k+1)

oraz równoważną nierówności (3*32) nierówność

10
3 > 53 *

Ostatnia nierówność jest oczywista, natomiast prawdziwość 
poczwórnej nierówności (3*33) wynika łatwo po przeksztal
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ceniu każdej z czterech tworzących ją nierówności pojedyn-
2czych do postaci typu 6 h(k) > 0, co kończy dowód nierów­

ności 4° .
c.h.d.o.

Zanotujmy, że dla planu eksperymentalnego P^ 12a okreś­
lonego następująco

(1,1) (1,-1) (“1, 1) (-1,-0
k+1 k+1 k k
4k+2 4k+2 4k+2 4k+2

gdzie N = 4k + 2, k = 1, 2, ... , mamy 

(3*34) m ^u,12a^ 1 + 2k(k+1) >

(3.35) det M(PNj12a) = 1 - ,

(3.36) maxxeX d(x,Pjj^i2a) 3 + E 9

(3.37) 7 i  i  ^ar (EIX) dx1 dx£ =
-1  -1

T  4k+2 d x̂,PN,12a^ dx1 dx2 =

g 2 5kP + 5k + 1 
6k(k+1)(2k+1) •

Porównując prawe strony wzorów (3»14) - (3«17) odpo­
wiednio z prawymi stronami wzorów (3.34) - (3-37) otrzy­
mujemy, że

2) ~ § m P̂N»i2a^
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det M(PNj12) = det MCPNj12a)

max dU,PN)12) = mgx dC*.PH)12a)

^2 -j -j
T  J  4 M  d<X'EN,12) d*1 dx2 >

s2  ̂ -j
T  _ / _ /  41^2 d^ ,PN,12a^ dx1 dx2 *

Oznacza to, że plany eksperymentalna ^  1 Pjj ^ a
N = 4k + 2 (k = 1, 2, ... ) obserwacji są równoważne z punk 
tu widzenia kryteriów A - , D - i G - optymalności, nato­
miast z punktu widzenia kryterium I - optymalności nieznacz- 

1)nie ' lepszy jest plan P̂
Dodać trzeba, że na drodze analogicznych porównań docho-

dzi się do wniosku, iż z punktu widzenia kryteriów A -, I -
G - oraz I - optymalności planowi eksperymentalnemu P,TIM ,11
(por. wzór (30)) równoważne są 3 następujące plany:

(1, 1) (1, -1) (-1, D  C-1, -1)
< k k+1 k k

4k+1% 4k+1 4k+1 4k+1 J
/"
(1, 1) (1, -D (-1,1) (-1, -1)

k k k+1 k4k+1S. 4k+1 4k+1 4k+1 j
4 )'Wartość średnia wariancji estymatora funkcji regresji (3.1)
na kostce dwuwymiarowej, gdy N = 4k+2 obserwacji wykonano

-1według planu P̂  ^ , jest większa co najwyżej o ̂  analogicz 
nej wartości dla planu P̂  ^  .
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r ,
(1 , - o (-1,1)(1 , O (-1, -1)

i k k k k+14k+1
w

4k+1 4k+1 4k+1
w

eksperymentalnemu P^ (por. wzór (3-4)) rów-
noważny jest plan określony następująco: 

r
( 1 ,  O

k
4k+2

( 1 ,  - D

k+1
4k+2

(“1, O
k+1
4k+2

(-1, - D
k
4k+2

h

planowi eksperymentalnemu równoważne są 3 następu­
jące plany:

( 1 ,  O

k+1
4k+2

( 1 , 1 )

k
4k+2

( 1 ,  - D

k
4k+2

( 1 ,  - D

k+1
4k+2

(-1, 1)
k+1
4k+2

(-1, D
k
4k+2

(-1, - O
k
4k+2

(-1, -1)
k+1
4k+2

(1, f)
__k__
4k+2

(1, - D
_k__
4k+2

(-1, O
k+1
4k+2

(-1, - O
k+1 
4k+2

planowi eksperymentalnemu P^ ^  (por. wzór (3»5)) rów­
noważne są 3 następujące plany:

(1, O (1, -1)
1 k k+1

4k+3V* 4k+3

r
(1, 1) (1, “O

\ k+1 k
4k+3 4k+3

(-1, O
k+1
4k+3

(-1, O
k+1
4k+3

(-1, - D
k+1
4k+3

(-1, -1)
k+1 
4k+3
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(1, 1) (1, -1)
| k+1 k+1

4k+3 4k+3

(-1, O  (-1, -1)
k+1 k
4k+3 4k+3

Plan eksperymentalny oraz plany eksperymentalne
równoważne z punktu widzenia kryteriów A -, D -, G- - oraz 
I - optymalności odpowiednio planom PN j1Qi PN 11 , pNj12 >
Pw 12a i PN ^  zostały tu przedstawione oczywiście dlate­
go, że po wykonaniu N obserwacji według jednego z tych pla­
nów istnieje możliwośó wykonania dodatkowych d obserwacji 
w taki sposób, jak gdyby łączna liozba N+d obserwacji by­
ła wykonana według jednego z planów eksperymentalnych przed­
stawionych dotychczas w rozdziale III.

Plany eksperymentalne PHj11, Pj,)12 / P„j12a 1 P„j13
będziemy teraz porównywać z odpowiednimi elementami pewnej 
rodziny symetrycznych planów eksperymentalnych dla wykonania 
N = 4 k + i  (k = 1, 2, ... ; i = 1, 2, 3) obserwacji na kost­
ce dwuwymiarowej. Elementy P.T tej rodziny definiujemy 
następująco:

(1, 1) (1, -1)

4k+i 4k+i

(-1, 1) (-1, - O
k k
4k+i 4k+i

CO, 0)

4k+i
J

Rodzina dzieli się na 3 podrodziny pNj01 »
PN,02 ł PN,03 plari°w eksperymentalnych. Plany pNj01 po­
zwalają wykonać N = 4-k + 1 (k = 1, 2, ... ) obserwacji, 
plany Pjj ^  umożliwiają wykonanie N = 4k + 2 obserwacji, 
zaś plany P^ ^  umożliwiają wykonanie N = 4k + 3 obserwa­
cji na kostce dwuwymiarowej.
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Oto niektóre chara

M ~1 < % , < * >  -

(308)
3=1

(3.39) det M(P.

d

(3.40) max d(x, KfeX ’

planÓW PN,Oi :
1 0 0
0 4k+i 0
0 0 4k4k+i

1 0 0
0 4k+i4k 0
0 0 4k+i4k

Oi ̂ = 1 + 4k+i 1 + 2k

) = 16k2
(4k+i)2

= 4k+14k + *\)

Oi ̂ 3 + 2k

Var (ETy) dx1 dx2
J 1
P 4k+l d x̂,PN,0i^ dx1 dx2 =

Zauważmy, że dla wykonania N = 4k + 3 (k = 1 ? 2, .. 
obserwacji w pięciu punktach (1, 1), (1, -1), (-1, 1) , 
(-1, -1), (0, 0) kostki dwuwymiarowej można, oprócz pla
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nu P,T , skonstruować jeszcze inne plany symetryczne N 9 oj
względem początku układu współrzędnych, np. plan ekspery­
mentalny określony następująco

(1,1) (1,-1) H ,  1) (-1,-1) (0, 0)
k+1 k 
4k+3 4k+3

k
4k+3

k+1
4k+3

1
4k+3

Dla planu PNj03a mamy:

1 0 0

M P̂N,03a^ 0 4k+2
4k+3

2
4k+3

0 2
4k+3

4k+2
4k+3

1 0 0

M  ̂̂ PN ,03a^
(4k+3)(2k+1) 4k+3 ...0 8k(k+1) 8k k+1J
___4̂ +3. .8k(k+1)

(4k+3 ) (2k+1_l 8k(k+1)

(3.42) Ż  -11i=1

(3.43) det M(P-

A  li,,, 1 = i + t'41c-.-3H2k+l)f-l m F̂H.COa' 1 + 4k i+1 i1=1

, = 16k(k+1.)_
(4k+3)2

, % . (4k+3^ (2k+1 ) r ..2 . ,„2̂  _4k+3 — -v v
d^ » PN,03a) = 1 + 8k(k+l) (x1+ V  4k(k+1^ *1*2

(3-44) max a^,PH(03a 

.1 1

n _ 1 . Ak±2 ; - 1 + 2k

5 J  7ar lx1 iX2(3.45)
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= J L  ( ( -1. . ą (-<r “d > _ «2 2Gk2+22k+34 4k+3 dtx’PN,03a') dx1 d*2 “ ?2k(k+1 )(4k+35

Porównując wzory (308) - (3.41) , w których i = 3,
odpowiednio ze wzorami (3.42) - (3.45) otrzymujemy, że

i=1 5̂ , m P̂N,03a^

d8t "^N.CD5 <  d9t M <PN,03a>

5tf a(x’PN,03) = fftf a<x>PN,Q3a>

^ 1 1 H
T "  4k+3 d X̂,PN,03^dX1 dx2

1 1

0 ̂ 1 1
~T" 4̂ 5-3 d^ ,PN,03a^dx1 dx2 *

Powyższe równania i nierówności oznaczają, że w sensie kry­
teriów A -, D - oraz I - optymalności plan eksperymen-

\

talny P^ Q^a jest lepszy od planu eksperymentalnego
P.T __ , natomiast w sensie kryterium G - optymalności JN y \ )J

P1^  pu, 03 1 pW,Q3a są r5vraoważae.
Dodaó trzeha, że plan eksperymentalny okreś­

lony następująco

(1,1) (1,-1) (-1,1) (-1,-1) (0, 0)
k k+1 k+1
4k+3 4k+3 4k+3

k
4k+3

_1__
4k+3

jest w sensie kryteriów A D -, G - oraz I - optymal­
ności równoważny planowi eksperymentalnemu Pjj Q^a •
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Porównywanie planów eksperymentalnych p ^  ,

rH,12 / PN.i2a » PH.13 z planaml rw.ni> pH .n:>» 
fN,03 ^ ^N. Ola ze wzgiędu Da A - optymalność.

Dla każdej ustalonej liczhy naturalnej k porównanie 
odpowiedniego planu PNj11 dla N = 4k + 1 obserwacji z 
planem PN jq-j dla tej samej liczhy obserwacji polega na 
porównaniu wzoru (3.10) ze wzorem (308) , gdzie i = 1. 
Podobnie porównanie planu P.T . _ dla N = 4k + 2 obser-

l i  y 1 Ł
wacji z planem P^ ^  dla tejże liczby obserwacji sprowa­
dza się do porównania wzoru (3 .1 4 ) ze wzorem (308) , 
gdzie i = 2. Wreszcie plan P^ ^  dla N = 4k + 3 ob­
serwacji porównuje się z planem P^ przez porównanie
wzoru (3*18) ze wzorem (3*43). Łatwo dochodzi się wte­
dy do wniosku,'że dla każdej ustalonej liczby k (k=1,2,...) 
ze względu na minimalizację sumy (lub średniej) wariancji 
estymatorów 6^, współczynników funkcji regresji
(3.1) plan eksperymentalny P^ ^  jest lepszy pd planu;

PII,01 ’ plany PN,12 1 pN,12a lepsz* °4 planu ptf,02>
plan P.T jest lepszy od planu P„ oraz tym bar-JM y 1 J  IM | U LjcL

dziej od planu PN ^  .

Porównywania planów eksperymentalnych P^

PN.12 ^ PN.12a > PN,13 Z Placami PN,01 » PN,02’
PN,03 / PN . 03a Z9 wzg1(<du pa D ~ optymalność.

Dla każdej ustalonej liczby naturalnej k porównanie 
odpowiedniego planu P^ ^  dla N = 4k + 1 obserwacji 
z planem P^ ^  dla tej samej liczby obserwacji polega 
na zbadaniu relacji pomiędzy wzorem (3*11), a wzorem



- 67 -

(3.39) , w którym i = 1 . Podobnie porównanie planu PN 9 12
dla N = 4k + 2 obserwacji z planem PN>()2 dla tejże 
liczby obserwacji sprowadza się do zbadania relacji zacho­
dzącej między wzorami (3 .1 5 ) i (3 .3 9 ), w którym i = 2 . 
Wreszcie plan dla N = 4k + 3 obserwacji porównu­
je się z planem ^  przez zbadanie relacji między wzo­
rami (3.19) i (3.43). Zbadanie tych relacji prowadzi łat­
wo do stwierdzenia, że dla każdej ustalonej liczby k 
(k = 1 , 2 , ... ) ze względu na minimalizację objętości 
elipsoidy koncentracji rozkładu estymatorów ©q, § , § 
plan eksperymentalny P ^ ^  jest lepszy od planu PR , 
piany PN j 1 2 i PNj12a są lepsze od planu PNjQ2, plan 
PN , 1 3  lePszy °d planu Pjj Q3a 0Taz tym bardziej od

Porównywanie planów eksperymentalnych p._ ,

PN,12 / PN.12a ł PN.13 Z PlaDaml Pu.Qi i Pyr.Q2 >
*11.03 / PN.03a ze wz£l§du Da S - optymalność.

Dla każdej ustalonej liczby naturalnej k porównanie 
odpowiedniego planu PN> 11 dla N = 4k + 1 obserwacji 
z planem PN jq-j dla tej samej liczby obserwacji polega 
na porównaniu wzoru (3 .1 2 ) ze wzorem (3.40) , gdzie 
i = 1. Podobnie porównanie planu P^ ^  dla N = 4k + 2 
obserwacji z planem P^ ^  dla tejże liczby obserwaoji 
sprowadza się do porównania wzoru (3.16) ze wzorem 
(3.40), gdzie 1 = 2 .  Wreszcie plan P^ ^  dla U = 4k+3 
obserwacji porównuje się z planem P T __ przez porówna- 
nie wzoru (3 -2 0) ze wzorem (3* *40), w którym i = 3 . Ła-
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two dochodzi się wtedy do wniosku, że ze względu na mini­
malizację maksymalnej wariancji estymatora funkcji regre­
sji plan PN>01 jest lepszy od planu plan
jest tak samo dobry jak plany PNji2 1 pu,i2a 1 Plany 
PN,03 1 PN,03a gorsze od planu PNj13 przy każdej 
ustalonej liczbie k -̂ Ic = 1, 2, ... ).

Porównywanie planów eksperymentalnych P^ ^  ,

PN,12 / PN .12a 9 PM«13 z Plapami eksperymentalnymi

PN,Q1 > PN,Q2 * PN . 03 / PN.03a ze vfz£1 Si}1 pa 1  " 
ont.ymalnośó.

Dla każdej ustalonej liczhy naturalnej k porównanie 
odpowiedniego planu P.T . . dla W = 4k + 1 obserwacjiIN y \ 1
z planem P.T n. dla tej samej liczby obserwacji polega JM } Ul
na zbadaniu relacji pomiędzy wzorem (3.13), a wzorem 
(3»41)j w którym i = 1 • Podobnie porównanie planu 
PN 12a dla N = 4-k + 2 obserwacji z planem P^ ^  dla 
tejże liczby obserwacji sprowadza się do zbadania relacji 
zachodzącej między wzorami (3«37) i (3«41), w którym 
i = 2. Wreszcie plan P^ ^  ćLla N = 4k + 3 obserwacji 
porównuje się z planem P^ przez zbadanie relacji
między wzorami (3.21) i (3«45) • Zbadanie tych rela­
cji prowadzi łatwo do stwierdzenia, że dla każdej ustalo­
nej liczby k (k = 1, 2, ... ) ze względu na minimalizację 
średniej wartości warianoji estymatora funkcji regresji 
plan eksperymentalny Pjj ^  jest lepszy od planu P^ , 
plan PN 12, a nawet plan jest lepszy od planu

eH,02 > plan rn,13 303t lepszy 0d plEmu PN,03a OTaz
tym bardziej od planu p^ ^  .
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Porównywanie planów eksperymentalnych P ^ ^ q ~ ^ , 1 3

ze sposobem losowym rozmieszczenią 0l3serwa0 .il w kwadra­
cie X .

W przedostatniej’ kolumnie tabeli 3»1 zamieszczono,
_.2podzielone przez o , maksymalne wartości wariancj‘1  esty­

matora funkcji regresji (3 .1 ) obliczone na kwadracie 
X = {x = (x1 ,x2) , -1 < x± <  1 , i = 1, 2 ] , gdy obserwa­
cje wykonuje się według jednego z planów eksperymentalnych
PN,10 > PN,11 > PN,12 > PH,13 w “ l.żnośoi od tego, czy
liczba obserwacji IT podzielona przez 4 daje odpowiednio
resztę O, 1 , 2 lub 3 . W ostatniej kolumnie tej tabeli
podano maksymalna wartości wariancji estymatora funkcji

2regresji (3 *1 ) podzielone przez 6 f gdy N obserwa­
cji wykonuje się w punktach (xjj1 ,̂ x^1 )̂ , (x^2\  x^2 )̂,
... , (x^N\  x j ^ ) otrzymanych z generatora liczb pseudo- 
losowych o rozkładzie określonym gęstością

S2(*i
\

dla - 1  ^ x 1  < 1 , 

poza tym

i = 1 , 2

tzn. o rozkładzie jednostajnym na kwadracie X . Dla usta-
' £

lonej liczby N wartości maksymalne max yar (EY )/ & 

podane w ostatniej kolumnie są średnimi otrzymanymi w se­
rii 30 eksperymentów komputerowyoh (por. rozdział VI).

Jeżeli zastosujemy kryterium G - optymalności jako 
kryterium dobroci eksperymentu mającego na celu estymację 
funkcji regresji EYX = ®0 + + ®2X2 na kwadracie
X = {(x1? x2) : -1 * x± ^ 1, i = 1 , 2 }, to wyniki za­
mieszczone w tabeli 3 . 1  pozwalają - analogicznie jak
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T A B E L A  3.1

Maksymalne wartości wariancji estymatora funkcji regresji 
EIac=0o+®1 x(l+e2x2 na kwadracie X ={-1 < x 1 < 1, -1 ^ x2 < 1 }

Ogólna
liczba
obser-

Sposób rozmieszczenia obserwacji
według planów PH > 1 0 - P„ ł 1 3 losowy

wacji Liczba obserwacji w punkcie max max„N (1 ,1 ) (1 ,-D (“1 1--1 ) (-1 ,1 ) ^ « X „Var ^ 5 ̂  ? Var (EYv)/S^

3 1 1 1 3 1256.4944 1 1 1 1 .750 20.3965 2 1 1 1 .714 6.987
6 2 1 2 1 .667 4.9207 2 2 2 1 .600 3.106
8 2 2 2 2 .375 2.3129 3 2 2 2 .364 2.321

1 0 3 2 3 2 .350 1.475
1 1 3 3 3 2 .333 1.215
1 2 3 3 3 3 .250 1 . 2 2 213 4 3 3 3 .244 1 . 0 0 214 4 3 4 3 .238 .85515 4 4 4 3 .231 -70516 4 4 4 4 .188 .758-17 5 4 4 4 .184 .68818 5 4 5 4 .181 .64519 5 5 5 4 . 1 7 6 .565
2 0 5 5 5 5 .150 .515
21 6 5 5 5 .148 .522
22 6 5 6 5 .145 .45823 6 6 6 5 .143 .47924 6 6 6 6 .125 .42925 7 6 6 6 .123 .38530 8 7 8 7 .105 .32635 9 9 9 8 .091 .26540 1 0 1 0 1 0 1 0 .075 .22345 12 1 1 1 1 1 1 .068 .19350 13 1 2 13 1 2 .062 .18260 15 15 15 15 .050 .14770 18 17 18 17 .044 .12480 20 2 0 2 0 20 .038 .10490 23 22 23 22 .034 .094

1 0 0 25 25 25 25 .030 .082
200 50 50 50 50 .015 .039
500 125 125 125 125 .006 .015
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wyniki zamieszczona w tabeli 2.1, rozdz. II - ocenić ko­
rzyści stosowania G- - optymalnego .planu eksperymentalnego

*11,10 OTaZ plaD,5w PH,11 ’ PH,12 1 PN . O  W P” 6manlu
ze sposobem losowym wykonywania obserwaoji w punktaoh otrzy­
manych z rozkładu g2 (x'1, *2) •
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Rozdział IV

REGRESJA LINIOWA NA KOSTCE m - WYMIAROWEJ

Przez kostkę m-wymiarową "będziemy w dalszym ciągu ro­
zumieli zbiór X = {x = , x2, ... , xm ) , -1 $ x^ < 1>
i = 2, ... , m } . Na tak określonym z"biorze X będzie­
my zajmowali się konstrukcją optymalnych planów eksperymen­
talnych dla estymacji liniowej funkcji regresji

EY = Q + 0„x. + ... + G_x_ x o 1 1 m m
Zacytujemy najpierw

TWIERDZENIE 7 • Niech X = X 1 = X2 = {x = (xif,..., xffi), x±: 
- 1  ^ x^ ^ 1 , i = 1 , 2 , ... , m ̂  , k = m + 1  , f^(x) = 1 > 
f2 (x) = x1, ... , fk(x) = xm. Rozważmy plan eksperymental­
ny PN 4 £ 2fN 9 Sdzie N = n*2m , określony następująco

f(i,i,...,D ( —1 >"i t • • • i "i) (*i1»• • • *"0 •••
,-m 2-m 2-m

(1 , . . . , 1  ,-1 ) ( -1 j- 1 1 • * * >1 ) (“ "1 > 1 *“ 1 > • • • > 1 ) •••
2~m 2~m 2-m

(1,..., 1 ,-1 ,-1) ... (-1 > * • * »-y') 1
?-m 2_m I

tzn. skoncentrowany z jednakowymi miarami 2 m = § dokład­
nie we wszystkich wierzchołkach zbioru X. Plan Pjj 4.
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planem A D - oraz G - optymalnym dla każdej liczby 
N = n«2m obserwacji.

Dowód: Dla planu ^ macierz jest macierzą
* —ijednostkową stopnia m + 1 • Wobeo tego MCPjj 4.) = M (PN,4^=

I , skąd

d^ ,:E>N,4^ = [ 1 •** xm ] M P̂N,4^

Zatem

^ dt3c>PN,D = xT$C(1 + = " + 1 = k *

co zgodnie z twierdzeniem 2 oznacza, że plan P^ ^ jest 
D - i G - optymalny. Ponadto, ponieważ M (PN^) = I , 
spełnione jest równanie m “1 (Pn ^) = [m ” 1 (PN ^)_ P . Stąd 
i z twierdzenia 3 wynika, że piań Pjj ^ jest również pla­
nem A - optymalnym.

c.b.d.o.
Podamy teraz kilka uwag dotyczących, interpretacji planu 

eksperymentalnego P^ ^ z twierdzenia 7 w terminach do­
świadczenia czynnikowego. Wyobraźmy sobie, że należy wyko­
nać pełne doświadczenie czynnikowe typu 2m i że dla każ­
dego z m czynników tzw. poziom dolny = - 1 , zaś poziom 
górny = + 1 . Oznacza to, że należy wykonać po jednej ob­
serwacji dla każdej z 2m możliwych kombinacji poziomów 
czynników uwzględnianych w doświadczeniu, które to kombina­
cje wyrażają się przez ciągi m—elementowe o elementach rów­
nych + 1 lub - 1 . Oczywiście zbiór tych ciągów można trak­
tować jako zbiór współrzędnych wierzchołków kostki m—wymia—
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rowej. Możemy powiedzieć, że zbiór 2m-elementowy wierz­
chołków kostki wyznacza pełne doświadczenie czynnikowe ty-

,mpu 2 Tak więc pełne doświadczenie czynnikowe pokrywa
się z planem eksperymentalnym P.T z twierdzenia 7 dlaj 4.mN = 2 obserwacji.

*mNiech F_ ~ oznacza macierz o N = 2m wierszach orazm j vJ
yn + 1 kolumnach taką, że wszystkie elementy pierwszej kolu­
mny są równe + 1 , zaś pozostałe elementy kolejnego wiersza 
- oprócz określonych już elementów pierwszej kolumny - dane 
są przez współrzędne kolejnego wierzchołka kostki m-wymia- 
rowej. Jeśli przez xui oznaczymy element znajdujący się w 
wierszu u (u = 1, ... , N) oraz kolumnie i + 1 (i=1 ,..., 
m) macierzy Fm q , to jest i-tą współrzędną wierz­
chołka kostki, któremu przyporządkowano numer u. Macierz 
Fm q nazywamy macierzą planowania pełnego doświadczenia 
czynnikowego. Łatwo widać, że macierz M(PN =
= 2“m F|jj q Fffl o = 1 • W tabelach 4 . 1 i 4 . 2 przedstawia­
my przykładowo macierze planowania dla doświadczenia czynni- 

2 3kowego 2 oraz 2 , przy czym w macierzach tych zastąpiono
liczby + 1  i - 1 odpowiednio znakami + i -

Mac mierz F ~ generuje macierz V - o N = 2 wier­ni, 0 0 m , 0

szach oraz 2m - -£m+1 ) = (2) + (3 ) + ••• + (jjj) kolumnach 
w sposób następujący: Elementami każdego ustalonego wiersza 
u (u = 1, ... , N) macierzy Fmj 0 są 1 , *u1, *u2, ... , 
xum . Otrzymuje się stąd najpierw (®) kolumn macierzy Vm ^Q 
tak, że element wiersza u ' (u = 1, ... , N) wybranej kolum­
ny jest równy iloczynowi xuixu-j (i < j» i = 1 ,..., m- 1  ; 
j = 2 , ... , m), gdzie para i,j jest ustalona przez wybór 
kolumny w sposób wzajemnie . jednoznaczny. Następnie otrzymu—
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Tabela 4 . 1

Macierz planowania pełnego 
doświadczenia czynnikowego 

typu 22

Tabela 4 . 2

Macierz planowania pełnego 
doświadczenia czynnikowego

typu 23

1 X1 X2 X

+ - — —

+ + - -
+ - + -
+ + + -
+ — — +
+ + - +
+ - + +
+ + + +

je się (J[) dalszych kolumn macierzy Ym n , gdzie elementm j u
wiersza u (u = 1, ... , N) ustalonej (przez wybór i,j,k) 
kolumny spośród tych (™) kolumn jest równy iloczynowi

( i < j < k , i  = l, ... , m-2 ; j = 2, ... , m-1 ;x .x .x , ui uj uk
k = 2 , ... , m) . Dalej otrzymuje się analogicznie (™), (®) 
itd. kolejnych kolumn macierzy Vm Q . Elementy ostatniej ko­
lumny macierzy Y_ n są równe iloczynowi x .x 0 ... xm , u ui u<d 1um
Niech Fm oznacza macierz kwadratową o N = 2m wierszach 
i kolumnach powstałą przez dołączenie macierzy Vm q do ma­
cierzy Fm ^Q (Tabela 4 . 3 przedstawia macierz )• Zacho­
dzi następujący

LEMAT 1. Kolumny macierzy Em są ortogonalne. 
Dowód; Wystarczy pokazaó, że
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T A B E L A  4 0

Macierz F.

1 X1 X2

i 
i

i 
i 

1 
r\\

1 
M ! 

1 
1 X1X2 x1x3 X2X3 3r1x2x3

+ - - - + + + -

+ + — — — - + +
+ - + - — + — +
+ + + - + — - -

+ - - + + - - +
+ + - + - + — -

+ - + + - - + -

+ + + + + + + +
17-- ^ zr~

macierz F3,0
--------V ----macierz Y3,0

(4.1) i  *ul *ul
U=1 1

Wynika to z tego, że iloczyn skalarny dowolnych dwu kolumn ma­

ni -ni v = O dla U  i, < i? <...<ik <m,u=1 1 u 2 •*’ xuik 1 2 K

cierzy Fm jest postaci

i P1 P2 *k , gdzie p . (j = 1, ... , k)
O T  XuilXui2 —  xuik 7 '3

2jest równe 1 lub 2. W przypadku p^ = 2 mamy = 1,
skąd redukcja do (4.1) . Ponumerujmy tak wierzchołki kostki
m-wymiarowej, żehy dla u = 1, ... , N/2 hyło xu  ̂ = 1 ,k
zaś dla u = N/2+1, ... , N hyło ar , = -1 . Stąd zamiast

krównania (4.1) otrzymujemy równoważne równanie

N
u=1 XuiiXui2 * ’ Xulk-1 u=N/2+1“ S  *uli*ui2--- xuik_1(40)
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Wartość dowolnego składnika x . x . *uik-1
każdej

z dwu sum w równaniu (4.2 ) jest wyznaczona przez współ-
)• Ponieważ ustalone współrzęd- 

k-1 ,m-k
’ "uirzędne ( xu± ,

ne (x°Ł » • • •  i ) posiada 2ul~^ składników o inde-
1 ^ 1 i_

ksie u ^ N/2 oraz 2ra_* składników o indeksie u>N/2+1,
więo równanie (4«2 ), a tym samym równanie (4 .1 ), jest speł­
nione. Cbdo

Z doY/odu tego lematu wynikają natychmiast poniższe wnio­
ski.

V/NIQSEK 1. Zachodzi równanie = I •m m
WNIOSEK 2. Macierz Sm powstała przez opuszozenie dowol­

nej liczhy kolumn macierzy Fm zachowuje ort ogonalność ko-
—m Tlumn i dla macierzy tej 2 S S = I .

WNIOSEK 3. Macierz, powstała przez dołączenie do macie- 
rzy Fm dowolnej liczhy wierszy o elementach 1 , 0, 0,
0, zachowuje ortogonalnośó kolumn.

Oprócz pełnego doświadczenia czynnikowego można też roz­
ważać tzw. ułamkowe doświadczenie czynnikowe typu 2m-^ .
Jest to doświadczenie, w którym uwzględnia się m czynników 
na dwu poziomaoh każdy, ale ogólna liczha obserwacji N =2m- .̂

m ,PSformułujemy algorytm na wyznaczanie macierzy planowania F 
ułamkowego doświadczenia czynnikowego typu 2m-^ z macie­
rzy F^ ^ . u m—p

ALGORYTM. Macierz planowania F_ _ ułamkowego doświad-m,p
czenia czynnikowego typu 2m”^, gdzie 2m-^ > m, można 
otrzymać z macierzy kwadratowej Fm_p o N = 2m”^ wierszach 
i kolumnach w sposóh następujący: Pierwsze,, kolumną macierzy
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Fm p jest pierwsza kolumna macierzy Fm_p. Każdą z pozosta­
łych. m kolumn macierzy Fm p otrzymuje się tak, że ustalona
kolumna macierzy F jest równa z dokładnością do znakum,p *
jednej z tych kolumn macierzy Fm_p, które nie zostały jesz­
cze przyporządkowane innym kolumnom macierzy F . Dla utwo-

111 |

rżenia macierzy F nie wykorzystuje się zatem 2m""^-(m+l)W>P
kolumn macierzy Fm_p • Elementy wiersza u (u=1,..., 2m’-*)) 
macierzy Fmjp są postaci 1, xu1, xu2 , , xum , gdzie
xui - i 1 = ••• ł m)»

Ciąg (xu1, xu2, ... , xum) można interpretować jako 
współrzędne pewnego wierzchołka kostki m-wymiarowe j.

Przykłady.

1 . Potraktujmy macierz F^ przedstawioną w taheli 4 0  ja­
ko macierz F^_^ . Zgodnie z podanym algorytmem możemy
z tej macierzy otrzymać macierz P„ , ułamkowego doświad-4 > *
czenia czynnikowego typu 2^~^ (m = 4 czynniki, N = 2^ 1= 
8 obserwacji) na 2^ (̂ ) = "16*35 = 560 różnych sposobów. 
Tabele 4.4 i 4.5 przedstawiają dwie spośród tak otrzy­

manych macierzy F. A .4> i
2. Potraktujmy macierz F^ z tabeli 4 0  jako macierz

c O

F5-2 * Macl0rz F 5 2 doświadczenia typu 2'? (m = 5
czynników, N = 2^~2 3 = 8 obserwacji) można otrzymać z ma-

5 7cierzy F^ - według algorytmu - na jeden z 2J (̂ ) = 672 
możliwych sposobów. Tabele 4*6 i 4»7 przedstawiają 
dwie spośród tak otrzymanych macierzy F ^ 2 *

3. Potraktujmy macierz F^ z tabeli 4 0  jako macierz 
po_K . Nie jest wtedy spełniony wymieniony w algorytmie
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Tabela 4 . 4

Macierz F. . otrzymana z ma- 
cierzy przez przyporząd­
kowanie x^=x^f x^=x^f x^=x^}

1 X1 X2 X3 X4

+ 
+ 

+ 
I - -

+
+ - + - +
+ + + - -

+ - - + -

+ + - + +
+ + + +
+ + + + -

Tabela 4 . 6

Macierz FK 5 0 otrzymana z ma-
cierzy F*_2= F- przez przy-
porządkowanie x^=x^fx^=*2’
x3=x3> x4=^ 1X2 , X^=X^X2X3

1 X1 x2 X3 x4 X5

+ — 
+ + - - + +
+ - + - + +
+ + + - - -
+ - - + - +
+ + - + + -
+ + + + —

+ + + + - +

Tabela 4.5
Macierz F^  ̂ otrzymana z macie— 
rzy Fą_^= F j przez przyporząd­
kowanie X^=X ,̂ X^=X t̂ x^=x^}

I 
**

i 
u 

■

X1X2X3

1 X. X- x_ X.1 2 3 4
+ — - - -

+ + — - +
+ — + - +
+ + + • * -
+ - - + +
+ + - + -
+ - + + -
+ + + + +

Tabela 4 . 7

Macierz F^ 2 otrzymana z macie- 
rzy F5_2= *3 Przez przyporząd­
kowanie x  ̂=x̂  , x2=x2, ::r3=x3 »
X4= x2Xj ’ x5= x1x3

1 X1 X2 X4 X5

+ — — — + +
+ + - - + —

+ — + — — +
+ + + - - -

+ - - + — —

+ + - + - +
+ - + + + -

+ + + + + +

warunek 2m ^ > m. Tym samym nie działa algorytmiczna reguła 
konstrukcji macierzy FR  ̂ na podstawie macierzy F^.
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t/f.mat* 2 . Określona wyżej macierz F_ _ ułamkowego do-m,p
świadczenia czynnikowego 2m p (2m p > m) ma kolumny 
ort ogonalne.

Dowód: w klasie macierzy Sm powstałych przez opu­
szczenie dowolnej liczhy kolumn macierzy Fm_p istnieje

,3f
Jm-pmacierz S" o liczbie kolumn równej liczbie kolumn ma­

cierzy F i taka, że dla każdej kolumny macierzy Sm
istnieje równa jej z dokładnością do znaku kolumna macierzy
F . Zmiana znaku kolumny może zmienić wartość iloczynu m ,p
skalarnego dwu kolumn na wartość przeciwną, natomiast nie 
zmienia modułu tej wartości. Zgodnie z wnioskiem 2 macierz’. 
S* ma kolumny ortogonalne. Tę samą własność ma zatem rów­
nież macierz F.m,p

c.b.d.o.
Natychmiast mamy
WNIOSEK 4. Zachodzi równanie 2p"m P*jp Pm>p = I. 

Wprowadzimy teraz wygodną dla naszych celów definicję:

DEFINICJA. Nieregularnym doświadczeniem czynnikowym typu
m—P-i >m_Pp i  • • • >m-Pv m-Pj_ ,.

2 ' , gdzie 2 > m  ( i - 1 ,  ...,k)
nazywamy dowolne doświadczenie o macierzy planowania

ni, (p̂  ,P2 » • • • “

'm }P-
•m,p.

-m ’pk

Rozwijając tę definicję można powiedzieć, że nieregu­
larne doświadczenie czynnikowe dla m czynników na dwu 
poziomach każdy jest sumą k ułamkowych > 0) lub
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pełnych (p^ = 0) doświadczeń czynnikowych odpowiednio
typu 2

m-p.
, 2

m-p, m“Pk, 2 o łącznej liczbie obser -
m-p m-p m-p,

wacji N = 2 + 2  * + . . . +  2 K

Przykłady:

4. Określony w twierdzeniu 7 plan eksperymentalny PN j 4
dla N = n»2m observ/acji jest dany macierzą planowania

m , (p, 0,. >», 0)
n zer

I
3 O __

1 \
Fm, 0
•
•
«

i-- 3 0 1 
_ j

yn macierzy Fm,0

5. Nieregularne doświadczenie czynnikowe typu 2  ̂ ^

ma macierz planowania FP '5,2
'5,2

Wstawmy za5 , ( 2 , 2 )

jedną z macierzy F^ 2 macierz zamieszczoną w tabeli
4 . 6 a za drugą z nich - macierz zamieszczoną w tabeli
4.7 • Wtedy N =2^ ^ + 2? ^ = 16 obserwacji wykonuje 
się w 1 4 wierzchołkach kostki pięciowymiarowej, przy 
tym w wierzchołkach o współrzędnych (1 , 1 , -1 , -1 , -1 ) 
i (-1 , 1 , 1 , 1 , - 1 ) wykonuje się po dwie obserwacje.

LEMAT 3. Kolumny macierzy F„ / ^ % są orto-m, (P1 ,P2 ,.•.,Pk ; ^
gonalne.

Dowód: Z definicji macierzy F widaó,■m,(p1 ,P2 ,...,Pk ) 
że iloczyn skalarny dwu kolumn o numerach i oraz j
(i, j = 1 ,. ... , m+1 ; i fi j) tejże macierzy jest równy
sumie k iloczynów skalarnych kolumn o tych samych nume­
rach macierzy Fm ^ , F,m „ , ... , F„ „ . Zgodnie z lema-m ,P2 m,pk &
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tem 2 każda z macierzy Fm ^ (i = 1, ... , k) ma kolum­
ny ortogonalne. Wobec tego również macierz F. 
ma kolumny ortogonalne.

Oczywisty jest

WNIOSEK 5. Zachodzi równanie

m ) (P̂  jP£ »• • • łP]ę) 

c.h.d.o.

m-p. m-p,
(2 '+2 fc+ ... + 2 ~)

Macierzy planowania F.

m Pk^1 j:
'm X*łCp1 ł•••iPję) m>(p̂  t •••jP̂.)

nieregularnego

=1

m łCp 1 >?£*•*•JPk^
doświadczenia czynnikowego przyporządkujemy następujący'

m-p-j m—p2
plan eksperymentalny PTT c- dla N = n (2 + 2  +iNi J -P
m-Pk,2 ) obserwacji wykonywanych w wierzchołkach kostki

m-*wymiar owe j:

•  +

(40) “■*
---

---
s

X x (2m) • • • JV

/

>> a , 2 ’ * * ^  2m

.(u)gdzie x vw-/ oznacza u-ty (u = 1, ... , 2m) wierzchołek
dany przez współrzędne xu-j > XU£ » » xum » prz;y czym
ui = ± 1 (i = 1, ... , m), natomiast

X u " ^ Xu1’ Xu2’ ’ Xum) "
n *nu n.u
N m-p m-pp m-p,

2 1+2 S-...+2
u = 1, ... , 2m, zaś nu (n ^ 0) oznacza liczbę v/ierszy
macierzy F,m j(P^łP£ł ••• > P^) o elementach 1, , xu2,

urn

Przykład.

6. Rozważanej w przykładzie 5 macierzy planowania *5 ^ 2 ,2 )
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odpowiada plan eksperymentalny P^  ̂ dla każdej wielokrot­
ności 16 obserwacji na wierzchołkach kostki pięciowymia- 
rowej, dla którego (por. tabele 4*6 i 4*7):

A/(-1,-1,-1 ,-1,-1) = M 1 , -1,-1,1,1) = M - 1 , 1,-1,1,1) = 
M ~ 1  ,-1,1,'-1,1) = ^(1,-1,1,1,-1) = X(1,1,1,-1,1) =
% ( - 1 , - 1 , —' 1 , 1 , 1 )  = X  (1 , —■1,—1 , 1 , —1)  = A/ (—1 , 1 , —1 , —1 , 1 )  =

X (—1 , —1 , 1 , —1 , —1)  = A/( 1 , —1 , 1 , —1 , 1 )  = A/^ 1 , 1 , 1 , 1 , 1 )  =

= 1/16 = 0,0625 ;
A (1,1,—1,—1,—1) = (—'1,1,1,1,—'1) = 1/8 = 0,125 j

Potrzebne dalej własności planu P^  ̂ przedstawia nastę­
pujące

TWIERDZENIE 8. Niech X = X1 - X2 ={x = (x1 , ... , xjn),
x±: - 1 ^  1 , i = 1, ... , m ]■, k = m + 1, f1 (x) = 1,
f2 (x) = x1, ... , fk (x) = xm . Rozważmy plan eksperymentalny

m-p. m-pp m-p,
P_T cr € fi,, dla N = n(2 ' + 2  + ... + 2 ) obserwa-N ,5 N
cji określony wzorem (4«3) • Plan PN ^  jest planem A - ,
D - i G - optymalnym. Przy tym macierz

m-p m-p, . '
(4.4) M(P„j5) = (2 V...+2 K) ^ T?, CP-j > • • • >Pk^ m j CP-| j • • • ,Pk^

Dowód: Równość (4«4) wynika bezpośrednio z określenia
planu P.T e . Dalej, z wniosku 5 mamy, że prawa strona tej N >5
równości jest macierzą jednostkową, więc oczywiście M(PN ^)=I. 
Stąd, tak jak w dowodzie twierdzenia 7, wynika A -, D - i 
G - optymalność planu P^

c«'b*d*o«
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DEFINICJA. Macierz kwadratową o n wierszach, i kolu­
mnach nazywamy macierzą Hadamarda Hn , jeśli wszystkie jej 
elementy są równe + 1 lub - 1 i jeśli n“1H^Hn = I .

Przykłady.

7. Łatwo skonstruować macierze Hadamarda dla n = 1 i 2 :
1 1 

1 -1

8. Skonstruowane wcześniej macierze kwadratowe Fm

[< ]
m

wierszach i kolumnach są macierzami Hadamarda.

Dowolną macierz Hadamarda można przekształcić przy po­
mocy mnożenia odpowiednich wierszy przez -1 tak, że pier­
wsza kolumna składa się tylko z elementów + 1 (takie prze­
kształcenie daje znów macierz Hadamarda). Odtąd będziemy 
zakładali, że macierze Hadamarda są doprowadzone do tej 
postaci. Dalej można też udnwodnić, że stopień n macie­
rzy Hadamarda wynosi 1, 2 lub 4t (t = 1, 2, ,.. ). Po­
kazano (por. np. [36], str. 71 - 82) istnienie macierzy 
Hadamarda stopnia 4t dla kolejnych wartości t od 1 
do 46 włącznie, tzn. od n = 4*1 = 4  do n = 4*46 = 184, 
oraz dla wielu większych wartości t począwszy od t = 48, 
tzn. n = 192 .

WNIOSEK 6. Niech H oznacza macierz o n wierszaohn y m
i m+1 ^ n kolumnach otrzymaną przez skreślenie dowolnyoh 
n - m - 1 kolumn macierzy różnych od kolumny pier­
wszej. Zachodzi równanie

xr1H? _H = I .13 9 El jKL
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Dowód wniosku wynika natychmiast z definicji macierzy 
Hadamarda.
Uwaga. W przypadku gdy n = m + 1 , mamy m = ^  .

Załóżmy, że liczhy naturalne m, n^, Hg, ... , są
takie, że macierze H„ m „ istnieją.’ n£,m nk,m
Rozważmy teraz doświadczenie dla m czynników o łącznej 
liczbie obserwacji N = n^ + n2 + ... + nk , które jest 
sumą k doświadozeń czynnikowyoh odpowiednio o n^, n^, 
... , n^ obserwacjach, przy czym plany doświadozeń składów 
wyoh dane są odpowiednio macierzami H _ , H _ , . . . ,jin Dg jci
Hn m • Łączne doświadczenie ma zatem macierz planowania 

k ̂

^(n.| £ > • • • ,m

H_ m n^ ,m
H _ n2 »m

LEMAT 4. Kolumny macierzy H / _ \ _ są ortogo-
',D1 ,n2 * * ’ * ,Dk'

nalne•

Dowód: Z definicji macierzy „ widaó,' 'D1 ,n2 * * * * ,Dk'
że iloczyn skalarny kolumn o numerach i oraz j (i, j =
1, ... , m+1 , i ^ j ) jest równy sumie k iloczynów
skalarnych kolumn i oraz j macierzy Hn , Hn ,
••• i H 2 wniosku 6 wynika ortogonalnośó kolumn każdej
z macierzy H ( i  = 1, . . . , k ) .  Wobec tego macierzn^,m
H , x ma również kolumny ortogonalne

c.b.d.o
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Oczywisty jest też

WNIOSEK 7. Zachodzi równanie

(n1+n2+ + n, >-1 E (n1 ,n2 *
JJł13̂ ) łm Cn1,n2 ,...,nk),m = I.

Macierzy planowania H/ _ „ \ „ przyporządku je-
n̂1 ,n2 * * * * ,Dk'

my następujący plan eksperymentalny  ̂ dla N =
= n(n^ + n^ + ••• + nk) obserwacji wykonywanych w wierz­
chołkach kostki m-wymiarowej:

.

ePC\Jv~"w••

(4.5) <
xz .

►»
•• a/nm

V 2 J

gdzie oznacza u-ty (u = 1, 2, ... , 2m ) wierz-
chołek dany przez współrzędne xu^, xu2 » •** ł xum > przy
czym n•H3X ± 1 (i -1, ... , m) , natomiast *'u =
_ t \ ___u _______u______- * txu1, xu2, ... , xum; = N ni+n2+...+nk »

u = 1, ... , 2m , zaś n^ (n^ ^ 0) oznaoza liczbę wier­
szy macierzy H „ _ \ _ o elementach 1, x ., x 0,

t • • • »Dk/ Ul ŁU-
•** » xum *

TWIERDZENIE 9 . Załóżmy, że liczby naturalne m, , 
n2 , ... , nk są takie, że macierz ^  ,m ist~
nie je i niech X ~ X^ = X2 =£x = (x̂  , • • • ,x^), x^i —1 ^ x^ ^ 1) 
i = 1, ... , m ]• , k = m+1 , f 1 (x) = 1, f2 (x) = x1, ... , 
fk(x) = xm . Rozważmy plan eksperymentalny PN 6 € 55N
dla N = n« (n̂  + n2 + ... + nk) obserwacji dany wzorem
(4.5). Plan PN & jest planem A D — , i G -optymalnym.
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Przy tym macierz

1 T TT
(4*6) _ n^+n^+rT7+n^ H (n̂  > • • • łm (n«| »• • • >m

Dowód: Równość (4.6) wynika natyohmiast z określenia
planu PN 6 . Ponadto z wniosku 7 mamy, że prawa strona wzo­
ru (4.6) jest macierzą jednostkową, skąd oczywiście
M(P ) = I • Z tego, tak jak w dowodzie twierdzenia 7, wy- ̂N,6'
nika A D - 1 0 - optymalność planu P[J)6 •

TWIERDZENIE 10. Jeśli liczba czynników m spełnia nie­
równość 2 m <91, to A D - i G - optymalny plan 
eksperymentalny P„)6 , tzn. plan o maoierzy planowania 
postaci H,„ n \ _ » n»żna skostruować dla każdej licz­
by obserwaoji N = Nm + 4t, gdzie Em = 4 + m — m(mod 4), 
zaś t = O, 1j 2, ••• •

Dowód: Przy założeniu, że 2 ^ m < 91, z istnienia ma­
cierzy Hadamarda stopnia 4t dla kolejnyoh wartości t od 
1 do 46, tzn. macierzy stopnia 4, 8, 12, ... t 184 wy­
nika istnienie planów eksperymentalnych PNj6 określonyoh 
z pomocą macierzy planowania

H (ni),m = [Hni»m]

dla każdej liczhy obserwacji n1 = Nm , Nm+4, Nm+8, ... , 
180, 184 . Udowodnimy teraz istnienie A -, D - i G 
optymalnych planów P„j6 dla każdej liczby obserwaoji 
N = Nm + 4t > 188. Ponieważ 2 nax,g1 Nm = 92, więo ciąg
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N , N +4, m* m 1
Plan PN,6

. , 184 zawiera również liczby 92 i 96. 
określony z pomocą maoierzy planowania

H (92,96),m
H92,m

H96,m
2 ^ m ^ 91 ,

jest zatem, zgodnie z twierdzeniem 9, A -, D - i G - 
optymalnym planem dla N = 188 obserwacji. Uczyńmy teraz induk­
cyjne założenie, że taki plan istnieje dla każdej liczby 
N < Nq, gdzie N(mod 4) = NQ(mod 4) = O i NQ 3? 188 , 
tzn. plan A -, D - i G - optymalny istnieje dla każdej 
liozby obserwacji z ciągu Nm , Nm+4, ••• , 184, ••• , NQ •
Plan PłT „ dla N ^ 188 obserwacji może byó określony z N, 6 o
pomocą macierzy planowania

H (92,N0- 92),m “
H92,m

HN0-92,m
2 *£ m < 91 .

W tym celu wystarczy zauważyć, że Nm < 92 , NQ - 92 < NQ 
oraz, że (Nq- 92)(mod 4) = O, tzn. liczby 92 oraz 
N q - 92 są elementami ciągu Nm , Nm+4, ..., NQ i wobec 
tego macierz planowania

H (92,N0-92+4),m
H92, m
HNQ-88,m

, 2 $ m $ 91 ,

określa A -, D - i G - optymalny plan P ^ 6 dla
N + 4 obserwacji . o

c.b.d.o.

^  "Biometrische Zeitschrift”, t.15? zesz. 4(1973),str.287 
przynosi sprawozdanie z trzeciej NRD-owskiej sesji robo-
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Jeżeli w konkretnej sytuacji eksperymentalnej istnieje 
możliwość wykonania N obserwacji funkcji regresji na kostce 
m-wymiarowej, to dla zagwarantowania A -, D - i G - opty­
malności planu dla regresji liniowej można ograniczyć si§
- zgodnie z twierdzeniem 10 - do wykonania N - N(mod 4 ) 
obserwacji według planu *N_N (mod 4 ),6* Przy tym musi 0G^ ~

wiście zachodzić nierówność N - N(mod 4 ) > U m=4 + m - m(mod 4 ).

czej poświęconej optymalnemu planowaniu eksperymentów, któ­
ra odbyła się w dniach 2 - 7.10.1972 w Heringsdorf. Spra­
wozdanie zawiera ra.in. streszczenie referatu "G-optimale 
Versuchsplanung auf dem wttrfet und auf der Kugel", który 
wygłosił W. Jung. W przekładzie polskim streszczenie to 
brzmi następująco: Dla modelu regresji y(x) = GQ + ®-|xi+ •••
+ gdzie x = , • •. >x,k)/, konstruuje się dla
x € | x : ^  < 1 , i = 1,... ,kj względnie dla
x e | x ; < k | konkretne G - optymalne plany ekspery­
mentalne Vn o liczebności n. Wychodząo z tego, że ich ma­
cierze informacyjne M(V ) są równe macierzy jednostkowej 
(co stanowi warunek dostateczny G - i D - optymalności 
tych planów), podaje się sposób otrzymywania takich planów 
z macierzy Hadamarda dla dowolnych wartości k i wartości 
n podzielnych przez 4 . Obok tych wspólnych dla kostki 
i kuli planów bada się specjalnie dla kuli pewną regułę 
konstrukcyjną, dostarczającą plany G - optymalne dla 
dalszych wartości n.

Zobacz też [ 4 ] > str. 5 3 - 5 5  •
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Liczba czynników (wymiarów kostki) jest wprawdzie w twier­
dzeniu 1 0 ograniczona z góry przez liczbę 91, ale ograni­
czenie to wydaje się nie mieć konsekwencji praktycznych.
Z drugiej strony łatwo podaó przykłady planów eksperymen­
talnych dla N obserwacji, które ze względu na kryteria 
A -, D -, G - oraz I - optymalnośoi są lepsze od planu 
eksperymentalnego 4 ) ^  dla N-N(mod 4) obser­
wacji. Przykładem takiego planu eksperymentalnego dla N 
obserwacji na kostce m-wymiarowej jest plan polegający na 
rozmieszczeniu N-N(mod 4) obserwacji według planu
PN-N(mod 4) 6 1  u*010320203311* pozostałych N(mod 4 ) obser­
wacji w środku kostki, tzn. w punkcie o współrzędnych
(0, 0, ... , 0) .
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Rozdział V

REGRESJA LINIOWA NA PROSTOPADŁOŚCIANIE m - WYMIAROWYM

Bardzo ozęsto w praktyce w zagadnieniach regresji wielu 
zmiennyoh mamy sytuację, w której poszczególne zmienne kon­
trolowane mogą się zmieniaó w określonych przedziałaoh 
ĵ â , hi J (i = 1, 2, ... , m). Powstaje wtedy m-wymia- 
rowy prostopadłościan

Z = {zi: aŁ , i = 1, ... , mj>,

na którym określona jest liniowa funkcja regresji

(5.1) EY. = & o *ZZ2 &  Zm m

Pokażemy, że ważne zadanie wyznaczenia optymalnyoh pla­
nów eksperymentalnych dla estymaoji współczynników \̂ 0,
^ , ... , i całej funkoji regresji (5.1) - przy

założeniu, że obserwacje można wykonywać w dowolnym punkcie 
z prostopadłościanu Z oraz że estymacja funkcji (5.1) 
jest interesująca w całym zbiorze Z - można rozwiązać 
w oparciu o skonstruowane w rozdziale poprzednim D - opty­
malne i G - optymalne plany eksperymentalne na m-wymiarowej 
kostce X.
Zachodzi mianowicie

TWIERDZENIE 11. Niech na m-wymiarowej kostce X =jx1: 
i = 1, ..., m^ dany będzie następujący plan-1 ^ < 1,
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eksperymentalny dla N obserwaoji
x (0 x (2) x (p)

^ *1 X 2 * • • 1 p

który jest D - optymalnym i G - optymalnym planem ekspe­
rymentalnym dla funkcji regresji EY = ® + e„x.+...+ Q x .x o i i m m
Niech dana będzie macierz

a1+”l

a2+b2

a^+b^ m m

b.-a,.1 1
.2 .

0 ^2~a2
-2

O

0

O

o

b —a m m

przekształcająca w (m+1)-wymiarowej przestrzeni euklideso— 
wej m-wymiarową kostkę X ={x = (1, , ... , xm),
-1 s£ xŁ < 1, i = 1, ... , mj' na m-wymiarowy prostopadło­
ścian Z =jz = (1, z^, ... , zm ) , ai ^ z± ^ b^ , b^ > a^, 
i = 1, ... , m j- w ten sposób, że z = Ax, tzn.

zi =
(ai + b±) + (b± -r ai)xi 

" 2

Wówczas następujący plan eksperymentalny PN dla N obser­
wacji na prostopadłościanie Z

,(1) ..(2)

X

z(P)

X

otrzymany z planu P^ w ten sposób, że = X^
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( 1 = 1 , 2 ,  ... ,p) oraz

(5.2) z(1) _

1—1Csl
1___

1

■2&>
•

=

•

zm15

(a1 + 1)1) + (ł)1 - a1 )x| 
2

(1)

(a<2 ^2 ) ”” a2^^2(1)

(am + b j  + (b, - am)x„ * m____m ___ ~ m m m(1)

1 = 1 , 2 ,  ... , p , jest planem D - optymalnym i G - 
optymalnym dla funkcji regresji

E*z = #0 + ^ * 1  + mzm

którą, można obserwować i należy estymować na prostopadło­
ścianie Z = { zj_: ai ^ z 1 < b i , i = 1, ... , m

Dowód: Nieosobliwa macierz A pozwala na dokonanie odwrot­
nego przekształcenia prostopadłościanu Z na kostkę X. 
Zgodnie z tym przekształceniem x = A z, tzn.

( i = 1 ,  ... , z) •2zi - a± - b±
xi bj - a.

Zatem funkcję regresji EYX = ©0 + 0^x1 + ... + 0mxm 
można przedstawić w postaci

(5.3) EY f \ = 0 + 0. (x(z) o 1
2zi - a-i - bi 

b1 - ) + ... +

2z — a — b t ,
+ om (— s--— -E---s ) = eT f(z),

°m ~ am

gdzie ^(z) =
2z. - a. - b. 2zTn - a„ - b,_1____ 1____1 m m____m

~iT

b1 - a . b — a m m
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Estymację współczynników ©Q, , ... , ©m oraz całej
funkcji regresji (5.3) można wykonać w oparciu o plan 
eksperymentalny PN . Wówczas (por. wzory (1.9) i (1.4))

a(z,PH ) = f T(z)M_ \pN ) f(z) =

= f T (z)

= 'fT(Az)

Ti1 " f  ( s ( 1 ) ) f  T ( z ( 1 ) )

( A x ^ )  'fT(Ax^1 )̂

'P(s) = 

~1f U x )  •

Stąd, ponieważ = '■f’ (Ax) = f(x) gdzie f(x)=fl .
otrzymujemy

71-,f(x)f'tx) “1
1=1

••xm'jr>

d(z,PN ) = fT(x) f(x) =

= fT(x)M 1(PN) f(x) = d(x,PN).

Równość d(z, Pjj) = d(x, P^) zachodzi dla każdej pary 
punktów z i x związanej przekształceniem A, wobec cze­
go

(5.4) amax d(z, P„) = xmĝ . d(x, P„) .

Plan PN jest planem D - optymalnym i G - optymalnym,
więc max d(x, P.T) = m +  1 • Wobec tego z równości (5.4)x e X w
i twierdzenia 2 wynika D - optymalność i G - optymalność 
planu PN dla estymacji funkcji regresji (5.3) na prosto­
padłościanie Z.

Funkcję regresji (5.3) przekształćmy następująco:

eyz = *e0- V  ... - em) + V 1+...+ r----- 0 zb - a„ m m m m

i wprowadźmy oznaczenia: = ®o ” ®1 ~ * * * ” ®m
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" b±- a± °i C1 - 1 » ... , m) 

[ v%) ^1 ••*

f(z) = [i B1 ... zm]T.

Zatem dla każdego z € Z mamy EYZ = ©T ^(z) = \^ff(z) 
przy czym \̂  = B © oraz f(z) = (BT)~1 '■f (z), gdzie

1 -1 -1 . . .  -1 -1

O O O O

Zastosujmy plan eksperymentalny do estymacji współ­
czynników \̂ o, , ... , oraz całej funkcji regresji
EY„ = >̂ Tf(z) = + \^z. + ... + z . Macierz M*(P.T)
(gwiazdką zaznaczono macierz M planu P^ dla funkcji 
EYZ = ^ Tf(z) w odróżnieniu od macierzy M tego samego 
planu dla funkcji EYZ = ©Tvf(z)) ma tutaj postaó

M*( ?„) = ,
N 1 = 1 X

a funkcja d*(z, PN) = fT(z) [m *( PN) ] “1f(z) =

= fT(z) Ś  x i'C»(1))fT(»a ) )
- 1 f(z) =

-1

1=1

-1
(BT)'1f(z)= f T(z)B-1
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= f 'r (Z ) B - | { iB T ) - 1 % i  f  ( z (1)  ) f T( z (1) ) ] b_1\ ” 1 (BT) - 1 f  (z )

= f T(z)B_1B [ ^ ^ ■ 1 - f  ( z a ) ) f T( z ( 1 ) ) " 1BT i;BTr ' l f  (z )  =

= f T(z )  ^ ' 1 f ( z ( 1 ) ) f T( z ( l ) ) ] " 1 f  (z) =

= fT(z)M 1( P„)f(z) = d(z, P„).

Otrzymaliśmy więo, że d*(z, PN) = d(z, Pjj) . Wcześniej 
pokazaliśmy, że max d(a, P„) = *w + 1, wobec czego rów-Z c z
nież zm| X2 ^ (z> P^) = m + 1, co zgodnie z twierdzeniem 2 
oznacza, że plan eksperymentalny P^ jest D - optymalny 
i G - optymalny dla estymacji funkcji regresji

EY_ = & + v̂ ,z. + ... + n̂ —Zz o 11 m m

na prostopadłościanie Z = {zi: a^ zi < b^, i = 1,... ,m "j

c.b.d.o.

Twierdzenie 11 stanowi specjalny przypadek ogólniejszych 
twierdzeń podanych w [9 ], § 2.2 •
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Rozdział VI

KOMPUTEROWE BADANIE EFEKTYWNOŚCI PLANOWANIA EKSPERYMENTÓW

W "bardzo wielu zagadnieniach eksperymentalnych spotykamy 
się z sytuacją, w której realizacja eksperymentu w sposóh 
optymalny jest niemożliwa, alho poważnie utrudniona. Nie można 
mówió o optymalnym planowaniu eksperymentu np. wtedy, gdy 
eksperymentator nie ma wpływu na wartości zmiennych , x2, 
... , xm , a planowanie ogranicza się co najwyżej do wyzna­
czenia liczhy obserwacji. Poważnie utrudniona jest realizacja 
eksperymentu zgodnie z planem optymalnym wtedy, gdy badacz 
jest w stanie utrzymywać wartości zmiennych x^, x2, ... ,xm 
jedynie w pobliżu wartości optymalnych. Taki przypadek wy­
stępuje dość często w praktyce ze względu na to, że na ogół 
optymalne wartości x^, x2 , ... , xm są zarazem wartościami 
ekstremalnymi obszaru obserwacji . Zdarzają się również 
sytuacje, w których - dla uniknięcia związanego z tym wysiłku 
organizacyjnego - świadomie rezygnuje się z planu optymalnego 
decydując się na eksperyment bierny, w którym wartości zmie­
nnych x^, x2 , ••• , xm nie są ustalone z góry. Z takim 
postępowaniem spotykamy się często wtedy, gdy wykonanie 
obserwacji nie wymaga wielkich nakładów czasu, środków i ma­
teriałów, wobec czego rezygnację z planu optymalnego można
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zrekompensować przez wykonanie odpowiednio większej liczby 
obserwacji. Jeśli zatem eksperyment nie jest realizowany 
zgodnie z planem, który jest optymalny ze względu na określone 
kryterium optymalności, to ocenę niektórych aspektów strat 
wynikających z odstępstwa od optymalności można otrzymać w od­
powiedzi na dwa następujące pytania:
1° Jaka jest wartość liczbowej charakterystyki dobroci ekspe­

rymentu polegającego na wykonaniu N obserwacji według 
pewnego planu, o którym wiadomo, że nie jest planem opty­
malnym, w porównaniu z wartością analogicznej liczbowej 
charakterystyki dobroci eksperymentu polegającego na wyko­
naniu tej samej liczby N obserwacji, ale zgodnie z planem 
spełniającym określone kryterium optymalności ?

2° Ile obserwacji trzeba wykonać w ramach eksperymentu realizo­
wanego przez badacza w pewien przyjęty przez niego sposób, 
aby tak przeprowadzony eksperyment był co najmniej tak 
dobry, jak eksperyment polegający na wykonaniu N obser­
wacji zgodnie z planem spełniającym określone kryterium 
optymalności ?
Oceny strat wynikłyoh z odstępstwa od planów optymalnych 

badane będą dla eksperymentów mających na celu estymację 
liniowej funkcji regresji

EY = e. V i 6L3r_, m m

na zbiorze X , który jest kostką m-wymiarową (por. określe­
nie podane w rozdz. IV), przy czym za kryterium optymalności 
przyjmuje się kryterium G - optymalności. Zatem liczbową 
charakterystyką dobroci eksperymentu polegającego na wykonaniu 
n obserwacji według pewnego planu jest wyrażenie (por.
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wzór (1.7) oraz kryterium 3, rozdz. I)

(6.1) max J d(x,P ) ,x e X n 11
którego wartość będziemy dalej nazywać d o k ł a d n o ś c i ą  
eksperymentu przeprowadzonego zgodnie z planem . Wobec 
tego odpowiedzi na pytania 1° i 2° będą polegały na doko­
naniu odpowiednich porównań pomiędzy dokładnością eksperymentu 
przeprowadzonego zgodnie z planem G - optymalnym dla N 
obserwacji z dokładnością eksperymentów przeprowadzanych przy 
innych - akceptowanych przez badacza - sposobach rozmieszcza­
nia obserwacji. W dalszym ciągu uwzględnione zostaną dwa spo­
soby rozmieszczania obserwacji, które zrealizowano metodą 
symulacji komputerowej.

Pierwszy sposób rozmieszczania obserwacji polega na tym,
(O fi}że obserwacje wykonuje się w punktach (x^ ', x£ x^ ')>

(x^2\  x^2\  ••• i x^2^), *** otrzymanych z generatora liczb 
pseudolosowych o rozkładzie określonym gęstością

Sm M  '

dla -1« x^ <1, i= 1,... ,m 

poza tym ,

tzn. o rozkładzie jednostajnym na m-wymiarowej kostce X. 
Pewne skończone ciągi tak wygenerowanych punktów kostki X 
będą dalej nazywane planami losowymi. Rys. 6.1 przedstawia 
rozmieszczenie 26 punktów wygenerowanych według rozkładu 
g2(x1,x2) na kwadracie X (m = 2), które wyznaczają plan 
losowy dla wykonania 26 obserwacji. Plany losowe są modelem 
sytuacji, w której eksperymentator nie ma wpływu na wartość 
zmiennych x^, x2 , ••• xm •
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(-1,1)

H-1)

(1, i )

d . - D

Rys. 6.1.
Rozmieszczenie ciągu £6 punktów wygenerowanych zgodnie 
z  rozkładem g2 ( x i , * 2) n a  kwadracie X * { x = ( * i , x 4),  
"14X^41 , L -  1.2. }

(M)

(1,-D
Rys. 6 .Z.

“R ozm ieszczenie ciągu, 12  fiuulctdw wygenerowanych. zgodnie 
z rozkładem. ?jz ( x , . xz ) n a  kw adracie X = {x • ( x1, x2 ) ,
- 1 4  xŁ4  1 , L=-l, 2.}



Drugi sposób rozmieszczania obserwaoji polega na tym, że
obserwaoje wykonuje się w punktaoh (xj1\  \  ... , x ^ ) ,

(2) [2 ) (2)
t *2 > ••• » xin **• otrzymanych z generatora liczb

pseudolosowych o rozkładzie określonym gęstością

m )
jeśli

m
(o,8 < 1̂ 1 * 1 )

poza tym .

Pewne skończone ciągi tak wygenerowanych punktów kostki X 
będą dalej nazywane planami ąuasioptymalnymi. Rys. 6.2 przed­
stawia rozmieszczenie 12 punktów wygenerowanych według roz­
kładu na kw^raoie X , które wyznaczają plan
ąuasioptymalny dla wykonania 12 obserwacji. Plany ąuasi- 
optymalne są modelem sytuacji, w któryoh eksperymentator jest 
w stanie utrzymywaó wartości zmiennych x^, x^, ... , xm 
jedynie w pobliżu wartości optymalnyoh. (Przypominamy, że 
współrzędne punktów planów G - optymalnych dla estymacji 
liniowej funkcji regresji na kostce X są równe +1 lub -1, 
Zob. też rozdz. IY).

Zakres i algorytm obliczeń. Porównywanie - ze względu na 
wartość wyrażenia (6.1) - planów losowych i ąuasioptymalnyoh 
z planami G - optymalnymi realizowane było na komputerze 
ODRA. 1204 w ośrodku obliczeniowym Instytutu Cybernetyki 
Ekonomicznej Akademii Ekonomicznej we Wrocławiu. Obliczenia 
wykonywano dla kostki X o wymiarach 2, 3, 4 i 5. Dla 
ustalonego wymiaru m ( m=2, 3, 4, 5) kostki X bierze 
się pod uwagę plany G - optymalne dla wykonania 8, 12, 16, 
20, 24, 28, 32 obserwacji. Dla ustalonej liczby N (N = 8,
12 j 16, 20, 24, 28, 32) obserwacji oblicza się (ze wzoru



(6.1) I twierdzenia 2) dokładność eksperymentu zrealizowanego
według planu G- - optymalnego. Dokładność ta jest rćwna .
Z kolei dla ustalonych rn i N powtarza się 30 razy na­
stępujące postępowanie: Generuje się N punktćw według roz­
kładu gm (x), oblicza się dokładność eksperymentu wyznaozonego 
przez tak otrzymany plan losowy dla N obserwaoji, a nastę­
pnie powiększa się N-elementowy zbićr wygenerowanych punktćw
0 dalsze punkty generowane według rozkładu g^y) aż do 
chwili otrzymania n-elementowego (n > N) zbioru punktćw 
wyznaczających plan P^, dla którego

C6.2) 5 4(*»*„) ś T T  •

Na podstawie wyników 30-krotnego powtórzenia opisanego po­
stępowania oblioza się średnią dokładność eksperymentu prze­
prowadzonego zgodnie z planem losowym o liczebności N oraz 
wariancję i odchylenie standardowe tej dokładnośoi, a także 
średnią liczebność planów losowyoh spełniająoyoh warunek
(6.2) oraz wariancję i odchylenie standardowe tej liczebno- 
śoi. Analogiozną procedurę powtarza się 30 razy dla planów 
ąuasioptymalnych, których punkty generowane są według rozkła­
du fm (x), a w końcu oblioza się wartość średnią, wariancję
1 odchylenie standardowe dokładności eksperymentu przeprowa­
dzonego zgodnie z planem ąuasioptymalnym o liczebności N 
oraz wartość średnią, wariancję i odchylenie standardowe 
liczebności planów ąuasioptymalnych spełniających warunek
(6 . 2 )  .

Algorytm obliczeń przedstawiono w postaoi schematu blo­
kowego (patrz str. 103 - 106) oraz programu napisanego 
języku ALGOL 1204 (patrz str.117 - 122).

w
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Użyta w schemacie blokowym symbole wczytywanych danych 
mają następująoe znaczenie:
Lw - liczba kostek o różnych wymiarach,
m - wymiar kostki,
lsdk - liczba różnych wartości dokładności eksperymentów 

na kostce m-wymiarowej,
N - liczba obserwacji w planie G - optymalnym, określa­

jąca wartość dokładności eksperymentu jako równą 
(M+1)/N ,

lp - liczba powtórzeń podprogramu, który generuje plany 
losowe lub ąuasioptymalne o dokładności równej 
(m+1)/N .

Przy opisanym wyżej zakresie obliozeń mamy:
Lw = 4  (generowanie punktów odbywa się dla kostek o wymia­

rach 2, 3, 4, 5 ) 
m = 2, 3, 4, 5
lsdk = 7 (dla kostki o ustalonym wymiarze, m określa się

7 wartości dokładności eksperymentu równych 
^  , gdzie N przyjmuje 7 różnych wartości)

N = 8, 12, 16, 20, .24, 28, 32
lp = 30

Generowanie macierzy W współrzędnych wierzohołków 
kostki m-wymiarowej odbywa się w programie w ten sposób, 
że w k-tej (k = 1, 2, ... , m )  kolumnie macierzy W 
występuje na przemian 2m_k elementów równych +1 i 2m”k 
elementów równych -1. Np. macierz W współrzędnych wierzcho­
łków kostki trójwymiarowej ma postać:
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1 1 1

1 1 -1

1 -1 1

1 -1 -1

-1 1 1

-1 1 -1

-1 -1 1

-1 -1 -1

Dla generowania punktów zgodnie z rozkładem gm (x) lut 
gm (x) wykorzystuje się w programie funkcję "unif", znajdu­
jącą się w titliotece programów języka ALGOL 1204. Kolej­
nymi wartościami funkcji "unif” są Uczty pseudolosowe 
o rozkładzie jednostajnym w przedziale (O, 1) . Współrzędne 
punktu x = (x^, x2, ... , xm ) generowanego zgodnie z roz­
kładem gm (x) otrzymuje się wtedy z równania

xk = 2•unif - 1  (k = 1, 2, ... , m) , 

natomiast k-tą (k = 1, 2, ... , m) współrzędną punktu
generowanego zgodnie z rozkładem Sm M otrzymuje się
według wzoru

0,4*unif - 1 jeśli unif <0,5
łC 0,4*unif + 0,6 jeśli unif >0,5

Odwracanie macierzy realizowane jest w programie przy 
użyciu procedury titliotecznej T,inver 1” . Przy pomocy 
procedury "inyer 1M można odwracać dodatnio określone 
macierze symetryczne.

Dokładność dQ eksperymentu zrealizowanego według 
planu Pn dla n otserwaoji wyznacza się w algorytmie 
według wzoru
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ra

d” V i  “ ,a» ^  K '1 *k •
Postępowanie to Jest konsekwencją tego, że funkcja 

X1 M-i X Jest funkcją wypukłą zmiennyoh x.1,x2, ••• >x 
(por. np. [4 ], str. 62) . Maoierz M oraz wektory X i 
X, określone są tak, Jak w załączonym schemacie blokowym.xw

Załączony tekst programu zawiera dwie instrukcje warunko­
we umożliwiające drukowanie współrzędnyoh punktów wybranyoh 
planów losowych lub guasioptymalnyoh. Należy zaznaczyć, że 
zapisane są one niezgodnie ze składnią Języka ALGOL •
W konkretnej sytuacji należy albo wyeliminować obie te 
instrukcje, albo zmodyfikować Je w sposób określony w ko— 
mentarzach poprzedzających te instrukoje.

Wymiar kostki Jest oznaczony w tekście,programu symbolem
k.

Omówienie wyników. Kompletne tabulogramy wyników obliczeń 
zamieszczono na str.123- 150. Jedna strona tabulogramu za­
wiera wyniki, dotyczące ustalonego wymiaru m kostki X 
i ustalonej liczebności N planu G - optymalnego dla 
estymaoji liniowej funkcji regresji na kostce X. Dla usta­
lonych wartości m i N na tabulogramie podano:
- dokładność eksperymentu zrealizowanego według planu 

G- - optymalnego, równą (m+1 )/N ;
- dla każdego z 30 generowanych planów losowych oraz 

dla każdego z 30 generowanych planów guasioptymalnych:
- dokładność eksperymentu polegającego na wykonaniu N

obserwacji w N pierwszych punktach otrzymanych 
w trakcie generowania odpowiedniego planu (patrz kolumna
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tabulogramu oznaczona symbolem dN) ;
- liczebność wygenerowanego planu o dokładności

d ^ (m+l)/N (patrz kolumna tabulogramu oznaczona 
symbolem n ) ;

- kontrolny wydruk dokładności wygenerowanego planu 
(patrz kolumna tabulogramu oznaczona symbolem d )$

- wartość średnią, wariancję i odchylenie standardowe 
dokładności eksperymentu przeprowadzonego według planu 
losowego o liczebności N oraz wartość średnią, waria­
ncję i odchylenie standardowe dokładności eksperymentu 
przeprowadzonego według planu ąuasioptymalnego o licze­
bności N (patrz poniżej kolumn oznaczonych symbolem
dN ) i

-  wartość średnią, wariancję i odchylenie standardowe licze­
bności planów losowych spełniającyoh warunek (6.2) oraz 
wartość średnią, wariancję i odchylenie standardowe 
liczebności planów guasioptymalnych spełniających waru­
nek (6.2) (patrz poniżej kolumn oznaczonych symbolem n).

Na podstawie wyników zawartych w tabulogramach zbudowano 
dwie tablice, które dostarczają - mającej charakter staty­
styczny - odpowiedzi na pytania. 1° i 2° postawione na 
początku rozdziału.

Tablica 6.1 zawiera odpowiedź na pytanie 1° . Odpowiedź 
ta dostarcza liczbowej oceny średniej dokładności ekspery­
mentów wykonanych w sposób nieoptymalny na tle znanej do­
kładności eksperymentów wykonanych według planu (r-optyma- 
Inego. W Jednym wierszu tej tablicy podaje się - dla kostki 
X o ustalonym wymiarze - dokładność eksperymentu polegają-
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T A B L I C A  6.1
Dokładność eksperymentów przeprowadzonych zgodnie z G-optymalnymij 
quasioptymalnymi i losowymi planami eksperymentalnymi

Wymiar
kostki

Liczha 
ohserwao ji

Dokładność eksperymentu
Plan
G-opty-
malny

Plan
quasi optymalny 
(wartość średnia)

Plan
losowy

(wartość średnia)

2 8 .375 15.159 2.312
12 .250 .499 1.222
16 .188 .397 .758
20 .150 .271 .515
24 .125 .213 .429
28 .107 .164 .366
32 .094 .154 .308

3 8 .500 9.278 5.052
12 .333 1.149 2.122
16 .250 .621 1.427
20 .200 .415 .955
24 .167 .333 . 689
28 .143 .263 .599
32 .125 .231 .475

4 8 .625 8.914 17.944
12 .417 1.875 4.369
16 .313 1.066 2.290
20 .250 . 664 • 00 Ch

24 .208 .512 1.068
28 .179 .374 .850
32 .156 .325 .657

5 8 .750 323.037 25.226
12 .500 6.661 6 • 446
16 .375 1.507 3.539
20 .300 .941 2.176
24 .250 . 664 1.450
28 .214 .527 1.259
32 .188 .459 .940
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T A B L I C A  6.2
Liczba obserwaoji wykonywanych zgodnie z planami G-optymal- 
nymi, ęuasioptymalnymi i losowymi, które są niezbędne do 
osiągnięcia zadanej dokładności eksperymentu.

Y/ymiar
kostki

Dokładność
eksperymentu

Liczba obserwaoji
Plan

G-optymalny
Plan

ęuasi optymalny 
(wartość średnia)

Plan
losowy

(wartość średnia)
2 • 375 8 16 26

.250 12 20 37

.168 16 28 48

.150 20 32 59

.125 24 38 68

.107 28 42 79

.094 32 49 90

3 .500 8 18 31
.333 12 26 43
.250 16 30 55
.200 20 35 66
.167 24 42 81
.143 28 47 90
.125 32 53 99

4 .625 8 20 34
.417 12 28 47
.313 16 33 61
.250 20 39 70
.208 24 45 86
.179 28 49 97
.156 32 55 106

5 .750 8 24 38
.500 12 30 54
.375 16 35 64
.300 20 42 78
.250 24 47 89
.214 28 54 103
.188 32 61 114
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cego na wykonaniu ustalonej liczby obserwacji odpowiednio 
według planu G - optymalnego, planu guasioptymalnego i 
planu losowego. Uderzająca niedokładność (duża wartość 
średnia wyrażenia (6.1)) eksperymentów polegających na 
wykonaniu 8 obserwacji według planu guasioptymalnego wy­
nika np. z tego, że w niektórych planach guasioptymalnych 
rozkład 8 wygenerowanych punktów okazuje się wyraźnie 
niesymetryczny względem środka kostki X.

Tablica 6.2 zawiera odpowiedź na pytanie 2° . Odpo­
wiedź ta określa średnią liczebność obserwacji w ekspery­
mentach przeprowadzonych w sposób nieoptymalny, któryoh 
dokładność ma być niegorsza od dokładności eksperymentów 
wykonanych według planu G - optymalnego dla zadanej liczby 
obserwacji. W Jednym wierszu tej tablicy podaje się - dla 
kostki X o ustalonym wymiarze - liczebności eksperymentów 
wykonywanyoh według planu G - optymalnego, planu guasi- 
optymalnego i planu losowego, które osiągają Jednakową 
zadaną dokładność.
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U W A G I  K O Ń C O W E

1. Przedstawione w rozdziale I kryteria optymalności planu 
eksperymentu, mającego na celu estymację współczynników
®1 ł ®2, ••• ’ ®k 0stWmaoJ? całej funkcji regresji
(1.2) , określają pewien Wachlarz pożądanych własności 
estymatorów tych współczynników lub estymatora funkcji 
regresji. Eksperyment mający na celu estymaoję współ­
czynników 0^, ®2 , ... , ^  funkcji (1.2) zaleoa się 
realizować zgodnie z planem spełniającym kryterium A — 
optymalności lub kryterium D - optymalności. Ekspery­
ment mający na celu estymację całej funkcji regresji
(1.2) zaleoa się realizować według planu spełniającego 
kryterium G — optymalnośoi lub kryterium I — optymal— 
ności. W różnych przypadkach szczególnych plan ekspery­
mentalny spełniający określone kryterium optymalności 
spełnia również inne kryteria optymalności.

2. Dla przypadku, gdy funkcja regresji Jest liniową funkcją 
jednej, dwu lub — ogólnie — m zmiennyoh kontrolowanych 
natomiast obszar obserwaoji jest odpowiednio odcinkiem 
prostej rzeczywistej, kwadratem na płaszczyźnie, kostką 
lub prostopadłościanem m-wymiarowym, zaprezentowano w 
rozdziałach II - Y plany eksperymentalne, które spełnia 
ją określone kryteria optymalności.

3* Wykonane porównania - ze względu na kryterium G - opty- 
malnośoi - eksperymentów realizowanych według planćw 
optymalnyoh z eksperymentami biernymi, w których obser­
wacje rozmieszcza się w sposób losowy, dowodzą wysokiej
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efektywności planów optymalnych (por. tablice 2.1,
3*1» 6.1 i 6.2). Przy zadanej liczebności próby wykona­
nie obserwacji zgodnie z planem optymalnym pozwala zna­
cznie (w zbadanych przypadkach co najmniej dwukrotnie) 
poprawić dokładność estymacji (por. tablice 2.1, 3.1 
i 6.1). Podobnie, przy ustalonej dokładności estymacji, 
zastosowanie planu G - optymalnego pozwala w zbadanych 
przypadkach na zmniejszenie liczebności prćby co najmniej 
o około 60% w porównaniu z liczebnością próby koniecz­
ną w eksperymencie biernym (por. tablica 6.2) . Wyniki 
badań zrealizowanych przy pomooy komputera wskazują rów­
nież (por. tablice 6.1 i 6.2) na wielkie znaczenie 
eksperymentu ąuasioptymalnego, który stanowi praktycznie 
możliwą aproksymaoję eksperymentu przeprowadzonego śoiśle 
według planu optymalnego. Planuje się przeprowadzenie 
analogicznych badań efektywności eksperymentu również 
ze względu na inne kryteria optymalności.

4. W kręgu zainteresowań autora znajdują się problemy ko­
nstrukcji planów eksperymentalnych dla innych postaci 
funkcji regresji (np. funkcji kwadratowej wielu zmiennyoh) 
oraz innych obszarów obserwacji. Ponadto dostrzega się 
potrzebę rozwiązania tych zagadnień przy założeniu, że 
obserwacje są skorelowane.



TABULOGRAM PROGRAMU OBLICZEŃ 

I

TABULOGRAMY WYNIKOW
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begin
comment program generowania losowych i ąuasioptymalnych planów 

eksperymentalnych;
integer c,e,i,j,k,ko,l,lp,lsdk,Lw,N,n,w,wi,wie;
real d, dN, dr,glvarx,glvaralfa, sl, sq, slh, sqN,val,vaq, vlI\T, vqN;
real procedurę unif; 
begin
glvarx=glvaralfaxglvarx;
unif:=gl varx?=gl varx- ent i er (gl varx) 
end unif;

procedurę inven(n,a,fail); 
yalue n; 
integer n; 
array a; 
label fail; 
begin
integer i,ik,i1,j,j1,k;
real x,y;
for i:-1 step 1 until n do 
begin 
i1=i+1;
for j:=i step 1 until n do 
begin

3S=a[i, j ];
ik?=i-1-;
^or step 1 until ile do x?=x-a[j1 ,k]xa[.il ,k]; 
if j=i then begin

if x<0 V x=0 then £o to fail; 
a[i1 ,i]:=y=1 /sqrt (x); 
end j=i

else a[j1,i]:=xxy
end j 

end i;
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for i-1 step 1 until n do 
for j~i+1 step 1 until n do 
begin 
x?=0;

;
fot1 k?=j-1 step -1 until i dn x?=x-a[j1 ,k>a[k+1 ,i]; 
a[j1,i>xxa[j1fj] 

end j,i ;
for i:=1 step 1 until n do 
for j-i step 1 until n do 
begin 
x=0; 
j 1:=n+1 ;
for k?=j+1 step 1 until jl do x=x+a[k,j]xa[k,i]; 
a[j+1, i]“x 

end j, i 
end inver1; 

read(glvaralfa,Lw); 
glvarx=. 12345678901 ; 
w=1 ;

wymiar: read(k,lsdk);
begin
integer array W[1:2tk,1:k ];
array DL,DQ,dl,dQ,L,Q[l : 30 ], M[0 :k+1,0:k ], MO [0 :k, 0 :lc ],X[0:k ], 

a[ 1 :k+2,1 :k+1 ] ;
X[0]:=1;
for ko“ 1 step 1 until k do 
begin
e‘=2t (k-ko); 
c—wi e~0;

for:for wi==wie+1 step 1 until e+wie do
if c=2xentier(c/2+. 1 ) then W[wifko]:=1 else W [ w i , k o 1 ; 

c~c+1; 
wi e==wi e +e;
if wie<2Tk then go to for 

end generowanie W; 
i“ i;



efekt:read(E,lp);
c:=l:-1; 

liczba:n:=N;
D:=1;
for wi;=0 step 1 until k do 
for ko:=wi step 1 until lc do Ivl[wi ,ko ]"0; 
coimaent Poniższa instrukcje warunkowa należy pominąć 

lub zastapic <WARUEEK> wyrażeniem logicznym 
zawierającym zmienne k,l,H; 

if <WARUIIEK> tłien 
begin
format(‘12*);
print (‘ ?????D0KLAD1T0SĜ * ,lc+1, ‘ /* ,11, ‘uwu-iuPLAli*);
if c=2 x entier (c/2+. 1 ) then print (‘uQUASIOPTYI»lALIEf???LJLJ*)

else print (ł|-|L0SOWY???LJLJ> );
format ( ‘lji_iljljljX1 * );
for ko:=1 step 1 until k do print (ko); 
linę(2) 
end;

wersjatif c=2 x entier(c/2+. 1 ) then go to wersja2; 
for e~1 step 1 until k do X[e>2 x unif - 1; 
go to x;

wersja2: for e;=1 step 1 until k do 
begin 
d:=unif;
if d<. 5 then X[e]:=. 4*d-1 

else X[e]:=.4xd+. 6
end;

comment Decyzja o pominięciu lub odpowiednim zastosowaniu
poniższej instrukcji warunkowej musi byc identyczna 
z decyzja podjęta w wyniku komentarza poprzedniego; 

x:if <WARU1'JEK> then
begin
format(*123*); 
print(j);
format('u-1.234*)?
for ko;=1 step 1 until k do print (X[ko ]); 
linę(1) 
end;



- 42o -

for wi—0 step 1 until k do 
for ko==wi step 1 until k do 
M[wi,ko]:=M[wi,ko]+ X[wi] x X[ko]; 

if j<n then begin
3- 3+1; 
go to wersja 
end;

for wi:=0 step 1 until k do 
for ko==wi step 1 until k do a[wi+1 ,ko+1 ]:=M[wi,ko ]; 
inver1(k+1,a,fail); 
for wi5=0 step 1 until k do 
for ko—0 step 1 until wi do 
•begin
I.i0[wi,ko]:=a[wi+2,ko+1 ];
LIO [ ko, wi ]:=IvIO [wi, ko ] 
end; 

d:=0; 
e==21 k;
for wie:=1 step 1 until e do 
begin
for ko:=0 step 1 until k do 
begin
X[ko ]:=M0 [ 0, ko ]; 
for wi;=1 step 1 until k do 
X[ko ]:=X[ko ] +W[wie, wi ] xMO [ wi, ko ] 

end;
drt=X[0];
for wi:=1 step 1 until k do dr==dr+X[wi ]xW[wie, wi ]; 
if dr>d then d—dr 
end maksimum;
X[0]:=1;
if n=H then begin

if c=2xentier(c/2+. 1 ) then dQ[l]:=d else dl[l]~d 
end;
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if d>(k+1)/N then begin
e-entier(N-(k+1 )/d);
if e=0 then n-n+1 else n‘-=n+e;
Ó:=j+1;
£ 0  to wersja 
end;

if c=2xentier(c/2+.1) then go to q;
L[l];=j ;
DL[l]:=d; 
c“c+1;
go to liczba;

q: Q[l]==j ;
DQ[l-]=d; 
c:=c+1 ;
1=1+1;
if -i(l>lp) then go to liczba; 
linę(20);
format (‘ WYMIARh^I 2ljłjN'-|=i-'1 2łjljljD0KLADN0SC'-'=>-j1.2341 ); 
print (k,W, (k+1) /N, ‘ TTTluuuuuuuuui^' );
print (,PLM̂ LOSO\VŶ ^̂ '-ft-̂ -̂ îJLJu«-*-n-'PLM'-‘QlJASIOPTYIllALl'JY* ); 
print (1 ? ?LJLji_ii_iîLpi-̂ ^̂ i-̂ d̂lJL-,,--|i-j,-,L-,nL-,i-,i-,,-jLjL-,i-,dL-,,-JL-,L-,,-J *); 
print (‘ L-n-iL-iL-tL-ijjpi_ii_R_n-iL-iLji_idii‘-Ji-H-iLjLjni-jL-n-B-ji-n-iLjd??1); 
format (‘ uiljulju 1 2<-j>-'1 11.234l-"-»-,1 23l-“-"-'1 . 234‘-«-*-‘i-«-‘ • );
for 1~1 step 1 until lp do
print (1, dl [l],L[l],DL[l],l,dQ[l],Q[l],DQ[l], « ?* ); 
sl:=sq:=val:=vaq:=sll\r:=sqH:=vlK=yqlT=0 ; 
for 1:=1 step 1 until lp do
begin
sl:=sl+L [1 ] ; 
val~val+L[1]xL[1]; 
sq:=sq+Q[l]; 
vaq:=vaq+Q[l]xQ[lj;
8lN:=slN+dl [1 ]; 
vll\f:=vlK+dl [1 ]xdl [1 ]; 
s qh~ s qhT+dQ [ 1 ] ; 
vqN:=vqN+dQ[l ]xdQ[l ] 
end;
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sl=sl/lp; 
sq:=sq/lp; 
slN:=8lN/lp; 
sql\T=sqN/lp; 
val=val/lp-sl^sl; 
vaq:=vaq/lp-sqxsq; 
v11j:=v1 TI/l p - s 1 s 1II; 
vqb:=vqIJ/lp-sqlIxsqN;
format ('111.234LJLJl-,1 2 3 . • ) .  
print (‘ ??Średnia^1, slN, sl,sqlT, sq) ; 
print(‘ ?Wariancja»,vlN,val,vqN,vaq);
print (' TOdchMstuu.’ f sqrt (vlIJ), sqrt (val), sqrt (vqll), sqrt (vaq)); 
i=i+1;
if i>lsdk then w=w+1 else go to efekt; 
if w<Lw V w=Lw then go to wymiar; 

fail: end 
end;
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2 N = 8 DOKŁADNOŚĆ =

PLANT LOSOWY
dN n d

1.461 28 .371
1.278 27 .374
1.245 26 .323
1.237 24 .356
4.665 24 .362
1.445 24 .370
3.361 25 .355
2.057 24 .342
5.777 25 .3592.090 27 .347
1 . 4 0 6 19 .368
1.635 26 .348
3.168 31 .3691.600 28 .363
4.213 37 .374
1.451 26 .3651.982 27 .370
.738 17 .374

3.450 21 • 366
3.969 24 .374
2.284 25 .370
1.689 24 .374
1.451 27 .357
1.297 20 .361
1.318 23 .336
1.507 20 . 364
3.673 26 .3532.798 26 .369
1.755 37 .334
3.354 29 .370

2.312 25.6
1.479 18.2
1.216 4.3

.375

PLANT QUASIOP TYMALNY
Lp dN n d
1 .765 17 .3452 .678 14 .368
3 1.377 16 .335
4 1.365 15 .336
5 .749 15 .3636 .635 13 .343
7 135.432 15 .3588 289.785 16 .3739 1.364 20 .29110 .673 14 .368
11 1.774 19 .34612 1.705 20 .311
13 .740 13 .368
14 .765 13 .341
15 . 6 6 0 11 .37516 1.244 18 .29417 .772 19 .33918 .719 17 .316
19 .684 16 .32120 1.596 14 .33621 .597 14 .35922 .737 13 .299
23 .670 13 .358
24 .662 15 .356
25 2.929 17 .32826 1.792 14 .36527 .620 12 .37228 1.888 15 .340
29 .760 21 .36030 . 6 4 0 14 .343

15.159 15.4
3182.099 6.2

56.410 2.5
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WYMIAR = 2 N = 12 DOKŁADNOŚĆ = .250

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 1.986 33 .238 1 .407 17 .220
2 .838 35 .243 2 .356 19 .248
3 2.990 40 .240 3 .563 20 .238
4 2.125 29 .243 4 .564 18 .244
5 .703 31 .232 5 .378 20 .244
6 .786 30 .239 6 1.016 26 .221
7 1.429 32 .237 7 .398 20 .207
8 1.156 44 .239 8 .386 20 .232
9 1.079 37 .245 9 .352 17 .248
10 .873 39 .244 10 .381 16 .223
11 .971 38 .245 1 1 .872 22 . 2 2 6
12 1.556 40 .231 12 .378 18 .243
13 1.278 39 .248 13 .947 20 .244
14 1.040 39 .233 14 .401 20 .245
15 .993 37 .236 15 .358 17 .249
16 1.270 36 .245 16 .356 20 .242
17 2.582 39 .247 17 .398 21 .241
18 .910 40 .249 18 .376 19 .208
19 .985 30 .233 19 .533 20 .249
20 .930 31 .245 20 .391 17 .247
21 .710 37 .249 21 .579 20 .249
22 .868 31 .237 22 .532 20 .237
23 .868 37 .248 23 .292 17 .213
24 .750 38 .246 24 .398 20 .249
25 1.102 31 .246 25 .548 18 .250
26 1.270 46 .210 26 .398 22 .237
27 .969 34 .248 27 .386 18 .20928 .863 40 .241 28 .547 19 .247
29 .873 36 .232 29 1.074 24 .230
30 1.891 36 .232 30 .399 20 .249

Średnia 1.222 36.2 .499 19.5Wariancja .306 17.5 .042 4.4Odch st .553 4.2 .204 2.1
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WYMIAR = 2 N = 16 DOKŁADNOŚĆ = .188

PLAN LO SOWY
Lp dN n d
1 .969 41 .1832 .880 44 .187
3 1.024 43 .187
4 . 6 2 1 53 .186
5 .570 47 .1756 .928 41 .1877 .482 43 .1878 .785 41 .187
9 .673 43 .18210 .512 49 .178

1 1 .721 52 .18512 1.343 48 .187
13 .671 40 . 166
14 .430 42 .170
15 .568 57 .176
16 .506 45 .18317 1.046 59 .18718 .979 64 .187
19 .855 48 .18220 .705 55 .18021 .881 51 .18422 .638 46 .186
23 .836 44 .18324 1.112 52 .181
25 .710 45 . 18726 .732 53 .18727 .585 41 .18728 .727 56 .186
29 .786 48 .17930 .457 40 .180

Średnia .758 47.7Wariancja .045 38.3Odch st .212 6.2

PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d
1 . 2 6 1 26 .186
2 .325 22 .1833 .450 34 .183
4 .743 27 .1545 .443 26 .1646 .252 22 .181
7 .639 35 .158
8 .351 30 .166
9 .262 23 .16410 .328 23 .168

11 .433 26 .18612 .326 24 .186
13 .321 26 .178
14 .449 29 .169
15 .717 33 .18416 .341 28 .17417 .723 32 .18418 .266 28 .17519 .428 24 .18320 .354 27 .15821 .323 29 .17922 .252 29 .166
23 .357 32 .168
24 .266 26 .16325 .338 27 .18426 .671 33 .18427 .346 27 .18528 .349 29 .176
29 .322 23 .18730 .280 26 .163

.397 27.5.022 12.5

.147 3.5



- Ą2A-

WYMIAR = 2 N = 20 DOKŁADNOŚĆ = .150

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 .430 60 .150 1 .240 30 .1452 .503 65 .146 2 .247 39 .134
3 .406 58 .146 3 .194 25 .146
4 .633 63 .140 4 .253 39 .1435 .424 60 .133 5 .425 34 .1386 .418 68 .142 6 .230 31 .147
7 .443 56 .145 7 .282 34 .1388 .486 56 .142 8 .287 34 .1419 .541 56 ..141 9 .202 25 .,14810 .461 47 ..148 10 ..195 29 .14911 .318 49 .146 11 .252 29 ..14012 .581 57 .143 12 .302 39 ..148
13 .415 62 .148 13 .230 28 .149
14 .599 56 .148 14 .201 27 ..144
15 .576 65 .147 15 .197 30 .14916 .534 57 .145 16 .242 32 .150
17 .549 56 .147 17 .308 30 .14318 .572 61 .150 18 .542 35 .146
19 .550 59 .145 19 .304 30 .148
20 .526 55 .148 20 .198 26 .14121 .421 59 .147 21 .305 32 .14522 .915 64 .146 22 .204 31 .137
23 .711 60 .139 23 .256 37 .142
24 .417 53 .147 24 .434 35 .139
25 .346 65 .149 25 .241 27 .13826 .593 63 .148 26 .306 30 .149
27 .491 58 .148 27 .231 36 .13928 .634 59 .149 28 .342 31 .144
29 .542 52 .143 29 .201 31 .150
30 .408 58 .144 30 .288 29 .150

Średnia .515 58.6 .271 31. 5Wariancja .014 21.9 .006 15.4Odch st .117 4.7 .079 3.9



1
2
3
4
56
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

i a
,nc
st

N =

PLAN
dN

. 360

.442

.389

.543

.402

.543

.572

.405

.387

.377

.353

.339

.509

.429

.311

.433

.323

.364

.371

.596

.787

.426

.361

.386

.475

.478

.394

.377

.334

.409

.429

.010

.099
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24 DOKŁADNOŚĆ = .125

LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
n d Lp dN n d
67 .124 1 .187 37 .12466 .124 2 .216 34 .11968 .123 3 .187 37 .120
64 .125 4 .193 36 .124
70 .124 5 .190 36 .125
70 .123 6 .259 36 .122
69 .125 7 .265 38 .122
71 .123 8 .348 45 .117
69 .117 9 .168 38 .125
67 .125 1 0 .253 37 .12472 .123 11 .289 44 .118
64 .125 12 .163 29 .124
67 .120 13 . 3 1 0 44 .11976 .123 14 .199 40 .12560 .119 15 .180 37 .122
69 .124 16 .229 41 .112
70 .121 17 .161 33 . 1 1 6
68 .119 18 .166 35 .12561 .124 19 .190 37 .12466 .121 20 .218 35 . 1 1 6
67 . 118 21 .224 36 .11472 .122 22 .218 44 .10359 .117 23 . 187 45 .114
65 .125 24 .233 41 .11570 .124 •25 .162 33 .11561 .120 26 .195 32 .122
67 .125 27 .226 41 .12468 .125 28 . 178 31 .115
74 .124 29 . 188 36 .12462 .125 30 .220 34 .124

67.3 .213 37. 415.9 .002 17. 24.0 .045 4. 2
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WYMIAR = 2 N = 28 DOKŁADNOŚĆ = .107

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 .343 74 .107 1 .153 40 .098
2 .391 74 .102 2 .156 40 .102
3 .318 79 .107 3 .155 36 .105
4 .565 83 .106 4 .214 55 .106
5 .359 70 .107 5 .176 41 .102
6 .269 84 .104 6 .167 38 .101
7 .393 77 .107 7 .178 43 .1078 .313 79 .106 8 .139 38 .102
9 .294 74 .106 9 .212 46 .106
10 .352 77 .106 10 .159 42 .10711 .415 71 .105 11 .153 38 .106
12 .329 87 .104 12 .189 40 .104
13 .452 70 .105 13 .152 42 .106
14 .385 70 .105 14 .136 37 .103
15 .457 84 .107 15 .157 41 . 1 0 6
16 .306 81 .104 16 .153 42 .106
17 .465 80 .105 17 .207 41 .101
18 .302 84 .104 18 .135 36 .104
19 .414 90 .107 19 .158 43 .10420 .273 71 .106 20 .132 39 .106
21 .358 73 .105 21 .239 52 .098
22 .467 89 .106 22 .146 45 .101
23 .280 82 . 1 0 6 23 .154 40 .107
24 .320 90 .103 24 .156 44 .107
25 .476 68 .106 25 .147 39 .09926 .351 80 .107 26 .199 44 .105
27 .244 78 .105 27 .150 39 .098
28 .498 98 .105 28 .155 44 .105
29 .312 81 .105 29 .142 39 .102
30 .286 69 .106 30 .149 43 .096

Średnia . 366 78.9 .164 41.6
Wariancja .006 53.0 .001 16.8
Odch st .078 7.3 .026 4.1
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WYMIAR = 2 N = 32 DOKŁADNOŚĆ = .094

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 .282 104 .092 1 .186 49 .0942 .385 95 .093 2 .179 58 .090
3 .245 86 .090 3 .130 49 .087
4 .275 82 .091 4 .143 45 .090
5 .350 96 .092 5 .146 45 .088
6 .231 82 .093 6 .119 45 .0897 .308 81 .088 7 .125 47 .0948 .299 90 .092 8 .256 52 .0839 .308 84 .094 9 .136 49 .09410 .290 81 .093 10 .144 43 .09111 .269 81 .094 11 .131 45 .090
12 .369 107 .093 12 .130 46 .09413 .271 91 .093 13 .132 47 .09314 .414 86 .093 14 . 183 47 .086
15 .330 104 .094 15 .134 49 .09316 .381 83 .093 16 .221 50 .09117 .327 95 .093 17 .158 51 .09118 .336 96 .093 18 .147 49 .09319 .300 89 .094 19 .132 43 .08920 .299 87 .094 20 .130 48 .08821 .416 109 .092 21 .249 53 .09122 .367 87 .092 22 .130 48 .09323 .245 90 .093 23 .167 53 .08724 .269 88 .087 24 .169 51 .090
25 .240 76 .094 25 .132 45 .09126 .326 88 .090 26 .120 41 .09427 .243 76 .092 27 .168 58 .09428 .281 82 .092 28 .146 43 .09229 .339 111 .092 29 .131 51 .09130 .256 81 .093 30 .133 52 .087

Średnia .308 89.6 .154 48.4Wariancja .003 88.4 .001 16.3Odch st .051 9.4 .035 4.0
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WYMIAR = 3 N = 8 DOKŁADNOŚĆ = .500

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 3.012 29 .485 1 .921 21 .460
2 3.081 23 .468 2 1.929 16 .474
3 1.911 27 .494 3 1.045 16 .435
4 4.934 28 .485 4 5.966 22 .475
5 4.080 37 .473 5 2.186 21 .403
6 7.212 31 .484 6 .949 21 .465
7 6.972 28 .499 7 1.045 18 .413
8 2.109 28 .451 8 2.722 17 .464
9 5.215 29 .461 9 2.622 15 .458
10 3.422 33 .475 10 1.655 13 .494
11 1.355 28 .483 11 1.716 17 .482
12 3.533 33 .390 12 1 . 6 3 6 17 ..431
13 6.176 44 .447 13 2.151 17 .453
14 4.830 27 .459 14 .960 15 .498
15 4.724 38 .483 15 5.182 17 .471
16 3.190 29 .488 16 .932 14 ..466
17 4.536 26 .448 17 2.263 21 .469
18 3.221 31 .497 18 3.023 21 .498
19 2.629 27 .483 19 1.269 16 .462
20 6.645 33 .497 20 1.828 14 . 4 6 6
21 6.458 31 .495 21 1 . 5 6 6 13 .499
22 2.416 27 .477 22 1.675 21 .476
23 7.490 28 .487 23 .924 14 .468
24 4.748 30 .476 24 .972 17 .459
25 7.795 31 .478 25 1.286 18 .414
26 4.929 34 .468 26 1.604 18 .476
27 13.749 29 .425 27 5.029 22 .474
28 2.801 33 .460 28 2.128 21 .496
29 2.768 36 .475 29 2.545 22 .397
30 15.605 30 .452 30 218.625 19 .487

Średnia 5.052 30.6 9.278 17. 8
Wariancja 9.709 17.2 1512.832 8. 2
Odch st 3.116 4.1 38.895 2.9
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WYMIAR = 3 N = 12 DOKŁADNOŚĆ

PLAN LOSOWY
Lp dN n d
1 1.983 41 .330
2 1.767 41 .320
3 2.768 31 .328
4 2.150 43 .327
5 2.163 48 .333
6 1.738 46 .320
7 1.270 40 .322
8 1.692 45 .321
9 1.561 39 .328
10 1.827 36 .308
11 1.520 46 .311
12 2.042 46 .303
13 2.049 42 .310
14 2 . 4 0 2 46 .333
15 5.293 37 .328
16 2.238 44 .333
17 1.094 42 .309
18 1.770 49 .322
19 1.435 36 .331
20 2.230 51 .324
21 2.067 45 .331
22 1.362 40 .332
23 2.840 44 .330
24 2.368 41 .333
25 3.071 50 .333
26 1.877 46 .312
27 2.293 41 .331
28 1.733 36 .329
29 3.604 46 .306
30 1.454 44 .311

Średnia 2.122 42. 7
Wariancja .638 20. 5
Odch at .799 4. 5

.333

PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d
1 .571 19 .322
2 1.278 31 .327
3 .595 25 .318
4 .828 24 .323
5 1.324 24 .311
6 .535 19 .324
7 .546 21 .323
8 1.136 28 .261
9 1.392 25 .308
10 .798 27 .267
11 1.505 31 .273
12 .886 20 .325
13 2.186 27 .319
14 1.122 24 .327
15 1.100 26 .317
16 1.364 32 .326
17 . 686 25 .308
18 1.657 24 .292
19 .621 20 .284
20 .742 25 .318
21 1.946 26 .283
22 1.528 24 .314
23 1.680 29 .332
24 1.041 30 .235
25 .677 24 .324
26 2.147 22 .282
27 1.266 25 .278
28 1.529 28 .303
29 .968 25 .333
30 .815 23 .296

1.149 25.1
.218 11.6
.467 3.4



- 1 S 2 -

WYMIAR = 3 N = 16 DOKŁADNOŚĆ = .250

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 1.654 58 .248 1 .354 27 .2242 1.434 46 .249 2 .548 38 .2153 .800 ' 47 .249 3 1.059 32 .2334 1.160 43 .244 4 .937 32 .2315 1.572 59 .250 5 .459 23 .2466 .804 51 .248 6 .383 25 .2277 .813 52 .230 7 .453 31 .2078 1.076 50 .249 8 .815 30 .2249 2.060 63 .233 9 .438 31 .25010 .680 51 .232 10 .632 35 .24811 2.065 55 .246 11 .879 30 .24912 2.268 57 .249 12 .737 26 .248

13 1.192 61 .238 13 .383 24 .22714 2.250 65 .246 14 .838 32 .24315 1.187 54 .239 15 .404 29 .24216 .871 51 .230 16 .484 25 .24517 1.634 59 .247 17 .812 32 .24818 1.574 53 .247 18 .662 30 .24119 1.505 48 .245 19 .731 26 .24120 .846 53 .243 20 .885 40 .24521 1.848 57 .247 21 .436 28 .24422 1.545 59 .241 22 .443 33 .222
23 1.796 55 .249 23 .445 26 .23424 1.264 49 .249 24 .623 25 .242
25 1.240 66 .232 25 .735 26 .24826 1.209 50 .250 26 .462 38 .222
27 2.277 71 .240 27 .417 24 .22428 2.242 55 .242 28 .930 32 .21429 .932 53 .249 29 .654 38 .24630 1.008 46 .246 30 .593 32 .246

Średnia 1.427 54. 6 .621 30.0Wariancja .242 40. 4 .040 20.9Odch st .491 6.4 .199 4.6



- 1 3 3 -

WYMIAR = 3 N = 20 DOKŁADNOŚĆ = .200

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 .742 76 .197 1 .375 35 .181
2 1.083 67 .194 2 .306 34 .189
3 1.082 71 .188 3 .407 37 .198
4 .820 69 .198 4 .561 41 .196
5 .781 63 .199 5 .343 33 .1946 1.170 57 .197 6 .377 45 .192
7 1.060 60 .186 7 .372 29 .1928 1.189 65 .196 8 .464 34 . 182
9 1.124 80 .195 9 .354 31 .19510 1.196 69 .192 10 .332 35 .19511 .894 59 .196 11 .442 40 . 19312 .824 64 .197 12 .286 30 .194
13 1.503 62 .199 13 .415 35 .19714 1.027 63 .199 14 .379 33 .19415 .713 65 .197 15 .413 34 .179
16 .614 72 .193 16 .479 33 .199
17 .959 69 .191 17 .343 33 .19118 1.446 78 .188 18 .330 32 .180
19 .744 71 .195 19 .332 36 .19420 .748 56 .199 20 .376 29 .19921 .738 65 .191 21 .281 33 .18122 .580 55 .190 22 .291 27 .19723 .818 68 .199 23 .385 41 .19124 1.442 60 .198 24 .359 33 .19525 .878 61 .200 25 .576 33 .17926 .964 57 .197 26 .562 37 .19427 .923 70 .200 27 .607 36 .19828 .825 63 .199 28 .434 35 .18029 .710 57 .199 29 .450 42 .19930 1.037 65 .186 30 .811 35 .191

Średnia .955 65.2 .415 34.7Wariancja .056 40.6 .013 15.7Odch st .237 6.4 .113 4.0



-  434 -

WYMIAR = 3 N = 24 DOKŁADNOŚĆ = .167

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 .579 76 .163 1 .292 37 .1642 .507 69 .160 2 .282 40 .1643 .455 73 .166 3 .371 43 .1514 .564 76 .167 4 .276 35 .156
5 .710 92 .165 5 .267 39 .1536 1.017 89 .165 6 .458 49 .1637 .510 73 .165 7 .229 39 .1548 .695 81 .166 8 .283 39 .1639 .579 76 .165 9 .271 41 .16310 .849 80 .156 10 .351 47 .16611 • 664 93 .159 11 .299 41 .14912 .746 73 .160 12 .307 46 .163
13 .830 73 .165 13 .305 35 .15914 .542 76 .163 14 .357 44 .166
15 .944 83 .,166 15 .377 43 .14216 .560 78 .165 16 .537 49 .161
17 1.061 100 .166 17 .297 34 . 1 6 518 .558 77 .163 18 .363 37 .16419 .622 89 .167 19 .352 44 .16420 .837 95 .161 20 .370 43 .14421 .929 94 • 166 21 .302 41 .16222 .750 83 .164 22 .258 42 ..162
23 .553 72 .166 23 .305 48 .161
24 .615 81 . 1 6 5 24 .384 42 .163
25 .835 70 .166 25 .289 43 .16226 .638 87 . 1 6 6 26 .328 43 .14927 .587 73 .164 27 .305 40 .16328 .588 76 .159 28 .509 51 .158
29 .768 77 .166 29 .310 35 .15330 .563 74 .165 30 .349 41 . 1 6 4

Średnia .689 80.3 .333 41.7Wariancja .025 67.7 .005 18.9Odch st .159 8.2 .069 4.3



- 4?>5 -

WYlvlIAR = 3 N = 28 DOKŁADNOŚĆ = .143

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 .650 83 .142 1 .219 42 .1362 .456 83 .137 2 .235 57 .142
3 .913 87 .140 3 .234 50 .1414 .491 79 .142 4 .288 45 .140
5 .889 84 .142 5 .267 45 .1296 .644 92 .140 6 .319 55 .142
7 .508 83 .141 7 .312 51 .1388 .556 87 .142 8 .256 48 .1319 .569 99 .142 9 .285 48 .14010 .630 107 .143 10 .239 49 .1381 .496 95 .140 11 ..277 47 ..13412 .593 99 .131 12 .,269 43 .136

13 .660 91 .142 13 .302 49 .123
14 .731 89 .140 14 .431 48 .14315 .474 91 .141 15 .258 43 .14016 .627 95 .134 16 .208 47 .13117 .580 78 .142 17 .330 45 .14218 .565 91 .142 18 .246 53 .12919 .632 92 .134 19 .216 43 .13920 .455 81 .136 20 .317 46 .14321 .469 80 .141 21 .215 37 .14122 .805 96 .139 22 .233 47 .13123 .486 78 .138 23 .238 45 .138
24 .711 103 .140 24 .220 43 .13325 .617 85 .142 25 .203 44 .13626 .538 75 .143 26 .281 46 .13327 .615 96 .140 27 .272 47 .13628 .574 93 .142 28 .234 44 .14329 .537 96 .142 29 .243 45 .139'30 .508 86 .143 30 .231 46 .140

Średnia .599 89.1 .263 46.6Wariancja .013 61.1 .002 15.4Odch st .1 6 7.8 .047 3.9



1
2
34
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
1718
19
20
21
22
23
24
25
26
2728
2930

i a
nc,
st

-  -

3 N = 32 DOKŁADNOŚĆ =

PLAN LOSOWY
dN n d

.629 113 .120

.383 95 .124.512 104 .125.365 84 .125.471 111 .121

.427 92 .122

. 446 107 .124

.464 103 .125

.414 98 .125.491 104 .124.485 100 .122

.571 108 .117.452 98 .124

.493 10 .125.522 119 .119.360 92 .124.372 81 .124.446 106 .120

.424 88 .124.629 93 .125.625 96 .124.524 101 .124.546 105 . 1 1 6

.443 104 .125.375 86 .122

.371 104 .124.494 89 .123.465 95 .125.559 107 .123.505 87 .124

.475 99.0.006 80.5.077 9.0

PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d
1 .238 52 .1232 .298 57 .116
3 .183 46 .122
4 .252 64 .1235 .222 45 .1256 .212 48 .121
7 .233 55 .1208 .197 51 .1159 .204 50 .11710 .174 49 .12511 .330 55 .12012 .213 48 .12413 .320 62 .12414 .327 54 .12315 .187 47 .12216 .230 52 .122
17 .218 46 .12418 .224 55 .121
19 .219 60 .12220 .190 50 .12221 .276 51 .12322 .211 49 .12323 .162 45 .116
24 .202 46 .11425 .246 69 .11726 .225 50 .12527 .186 47 .12428 .250 54 .11429 .324 58 .12430 .192 58 .118

.231 52.4.002 34.8

.047 5.9



- 137 -

WYMIAR = 4 N = 8 DOKŁADNOŚĆ = .625

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d

1 4.910 35 . 606 1 4.847 21 .620
2 41.384 33 .590 2 4.733 18 .535
3 7.486 31 .573 3 2.647 22 .623
4 7.453 31 .542 4 4.288 18 .523
5 8.879 31 .611 5 2.479 20 .5 87
6 6.181 34 . 602 6 4.697 32 .596
7 7.707 35 .577 7 6.755 16 .576
8 5 . 2 6 1 36 .572 8 1.393 19 .552
9 6.823 36 .610 9 3.089 16 .550

10 45.229 35 .603 10 6 . 3 6 1 27 .557
1 10.373 28 .605 1 1 1.287 21 .495
12 8.770 30 . 5 6 8 1 2 13.443 17 .609
13 7.205 39 .571 13 3.041 14 .534
14 17.087 36 .595 14 7.785 20 .605
15 8.030 32 .612 15 9.173 17 .549
16 18.908 32 . 602 16 4.402 22 .532
17 3.522 33 . 60 2 17 2.954 15 .59718 1 4 6 . 3 2 2 29 .619 18 4.774 19 .600
19 7.639 44 .572 19 3.328 25 . 5 8 2
20 5.318 28 .623 20 3.873 23 . 6 2 1
21 3.541 40 .599 21 8 .6 8 8 21 .583
22 2 2 . 000 38 .538 22 12.737 19 . 580
23 3.924 29 .613 23 3.224 21 .624
24 2.554 29 . 62 0 24 3.257 17 . 566
25 6 . 5 1 2 29 .621 25 5.627 17 .603
26 65.695 39 .576 26 3.057 18 .600
27 3.839 33 .590 27 6.135 20 .59528 9.089 31 .576 28 117.839 18 .525
29 41.244 32 .624 29 5.326 18 .605
30 5.424 31 .623 30 6.186 29 .614

Średnia 17.944 33.3 8.914 2 0.0
Wariancja788.315 1 5 . 0 417.216 15. 7Odch st 28.077 3.9 2 0 . 4 2 6 4. 0



-438-

WYMIAR = 4 U = 12 DOKŁADNOŚĆ

PLAN LOSOWY
Lp dN n d
1 5.443 59 .3542 5.684 49 .4123 2.250 46 .4054 5.851 45 .4095 1.519 50 .4146 6. 684 43 .4157 3.628 42 .4108 2.484 35 .409 6.389 39 .41410 7.387 48 .41311 2.103 46 .41312 5.584 54 .41213 1.607 37 .41614 3.563 63 .38015 3.964 49 .390

16 4.793 47 .41117 3.892 55 .41418 10.563 60 .38219 3.096 41 .41620 3.364 46 .41021 3.012 46 .40022 3.618 37 .40023 2.514 46 .39824 3.161 48 .41425 9.800 50 .41526 3.408 47 .40827 6.311 52 .41728 2.819 46 .39429 3.811 43 .41030 2.775 41 .416

Średnia 4.369 47.0Wariancja 4.785 42.7Odch st 2.187 6.5

PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d
1 1.101 19 .4032 1.763 21 .4023 3.004 33 .4164 1.492 33 .3955 1.532 25* .4106 1.364 34 .3737 2.265 38 .3738 1.460 27 .3909 2.156 31 .40510 1.775 32 .32611 1.970 28 .36912 .961 23 .41513 1.796 30 .40714 1.786 26 .35315 2.234 28 .35016 2.272 25 .38017 2. 284 26 .40818 2.307 26 .41619 •1.899 25 .41220 .970 30 .37721 2.417 27 .40122 1.075 22 .38823 1.610 24 .39824 3.323 27 .41125 .915 23 .38626 .993 32 .39027 2.314 22 .41628 3.011 22 .37729 1 . 6 0 0 31 .36030 2.587 ‘26 .312

1.875 27.2.400 19.2
.633 4.4



1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
1718
19
20
21
22
2324
25
26
2728
2930

i a
nc,
st

- /I bS -

4 N = 16 DOKŁADNOŚĆ = .313

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
dN n d Lp dN n d

1.235 53 .309 1 2.046 35 .2512.580 69 .312 2 1.267 31 .2671.364 62 .290 3 1.487 40 .2993.364 62 .311 4 .651 27 .2971.915 65 .301 5 1.298 34 .2802.189 68 .312 6 .748 28 .2986.929 56 .307 7 .555 34 .2962.279 58 .308 8 1 . 1 6 8 34 .2892.057 61 .300 9 .966 29 .2942.050 61 .312 10 .709 28 .3071.932 58 .294 11 1.489 31 .3052.709 57 .312 12 1.143 30 .2891.867 69 .303 13 .977 34 .2731.797 58 .307 14 .969 27 .3002.399 63 .304 15 .780 32 .2842.458 65 .304 16 .707 27 .3093.062 64 .308 17 1.011 33 .3122.397 56 .307 18 1.002 32 .2802.253 63 .312 19 1.004 36 .2871.801 64 .307 20 1.895 34 .2502.791 67 .312 21 .823 37 .3021.047 47 .310 22 1.360 35 .3111.633 68 .307 23 .941 37 .3061.695 58 .309 24 .820 36 .3111.807 58 .306 25 .909 37 .2912.942 61 .312 26 .562 26 .2991.930 60 .309 27 1.345 32 .2331.310 58 .310 28 1.503 33 .3103.213 61 .309 29 .974 35 .2691.691 57 .299 30 .860 33 .301.

2.290 60.9 1 . 0 6 6 32.61.072 24.0 .128 12.31.035 4.9 .358 3.5



— 'IŁO­

WYMI AR = 4 N = 20 DOKŁADNOŚĆ = .250

PLAN LOSOWY PLAN QUASI0PTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 1.223 74 .234 1 .762 45 .248
2 1.518 69 .250 2 .564 36 .220
3 1.345 72 .246 3 .604 37 .246
4 1.124 80 .245 4 .542 45 .249
5 1.790 77 .249 5 .579 45 .237
6 1.065 72 .250 6 .474 35 .236
7 .851 68 .249 7 .972 48 .248
8 2.205 64 .248 8 1.153 41 .220
9 1.051 69 .243 9 .913 41 .244
10 1.498 75 .247 10 .872 48 .232
11 1.542 61 .245 11 .583 40 .249
12 1.107 63 .240 12 .528 36 .229
13 1.066 66 .250 13 .460 34 .236
14 1,685 63 .248 14 .536 36 .233
15 1.293 82 .242 15 .608 39 .247
16 1.146 77 .250 16 .618 33 .239
17 1.280 66 .245 17 .568 37 .249
18 1.416 61 .242 18 .699 39 .210
19 .988 68 .247 19 .420 35 .246
20 1.924 64 .244 20 .662 38 .216
21 1.141 76 .241 21 - .510 35 .247
22 1.242 71 .242 22 .661 34 .250
23 2.285 60 .248 23 .774 47 .244
24 1.294 74 .245 24 .587 33 .238
25 1.797 68 .244 25 .898 34 .201
26 .970 64 .247 26 .623 36 .243
27 1.312 74 .242 27 .866 43 .21928 1.119 79 .249 28 .633 39 .222
29 1.035 69 .250 29 .763 43 .24130 2.265 66 .245 30 .481 36 .245

Średnia 1.386 69.7 . 664 38.9Wariancja .150 35.7 .029 20.8
Odch st .387 6.0 .169 4.6



- 44'I -

WYMIAR = 4 N = 24 DOKŁADNOŚĆ = .208

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 1.600 87 .206 1 .368 49 .191
2 .853 86 .206 2 .485 51 .208
3 2.217 99 .206 3 .502 45 .208
4 .889 79 .206 4 .436 39 .194
5 .926 77 .208 5 .539 46 .207
6 1.711 100 .207 6 .350 4.3 .201
7 1.054 97 .206 7 .506 51 .208
8 1.154 77 .205 8 .453 36 .208
9 .635 88 .206 9 1.013 43 .197
10 1.221 73 .207 10 .560 50 .207
11 .914 71 .207 11 .362 40 .196
12 1.363 97 .202 12 .405 50 .203
13 1.510 93 .204 13 .509 42 .207
14 1.181 102 .203 14 .913 53 .190
15 .990 76 .205 15 .548 49 .203
16 1.284 87 .208 16 .407 42 .207
17 1.091 92 .208 17 .651 40 . 186
18 .867 82 .208 18 .394 38 .208
19 .890 82 .203 19 .419 45 .203
20 1.315 84 .206 20 .526 45 .206
21 .768 78 .208 21 .648 48 .201
22 .739 82 .199 22 .393 36 .205
23 .904 75 .208 23 .455 42 .205
24 .997 99 .208 24 .413 44 .197
25 .889 85 .200 25 .460 44 .182
26 .673 84 .208 26 .526 45 .205
27 .742 90 .203 27 .552 50 .176
28 .816 82 .206 28 .367 41 .189
29 1.093 89 .206 29 .773 41 .208
30 .758 80 .208 30 .421 36 .205

Średnia 1.068 85.8 .512 44.1Wariancja .117 71. 5 .024 22.6
Odch. st .343 8. 5 .154 4.8



-14-2-

raiAR = 4 N = 28 DOKŁADNOŚĆ = .179

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 1.063 87 .175 1 .457 56 .175
2 .757 94 .177 2 .338 45 .165
3 .798 101 .177 3 .331 49 .177
4 .845 107 .178 4 .355 52 .176
5 .574 90 .179 5 .309 54 .177
6 .867 88 .176 6 .397 53 .171
7 1.390 96 .178 7 .323 49 .170
8 1.062 110 .179 8 .526 49 .175
9 .734 98 .177 9 .370 51 .177
10 .998 99 .177 10 .345 47 .168
11 1.100 96 .178 11 .478 45 .170
12 .914 89 .177 12 .427 51 .178
13 .859 93 .176 13 .343 43 .172
14 .650 97 .178 14 .318 47 .173
15 1.054 95 .174 15 .483 49 .178
16 • 666 90 .178 16 .362 50 .173
17 1.034 97 .177 17 .351 51 .178
18 .660 103 .178 18 .496 45 .171
19 .685 92 .178 19 .267 45 .178
20 .868 89 .174 20 .344 51 .178
21 1.145 106 .178 21 .323 45 .177
22 .550 88 .178 22 .408 48 .171
23 .741 109 .176 23 .339 44 .176
24 .765 89 .170 24 .456 49 .165
25 .647 89 .178 25 .363 47 .176
26 .871 103 .169 26 .356 43 .177
27 .634 88 .177 27 .328 51 .172
28 .933 108 .178 28 .414 43 .176
29 .867 104 .173 29 .294 52 .178
30 .756 94 .178 30 .328 45 .178

Średnia .850 96.3 .374 48. 3
Wariancja .036 50.1 .004 1 .9
Odch st .190 7.1 .064 3.4



- A*t* -

WYMIAR = 4 N = 32 DOKŁADNOŚĆ =

PLAN LOSOWY
Lp dN n d
1 .559 97 .156
2 .702 97 .149
3 .611 100 .153
4 .647 113 .155
5 .623 1 9 .155
6 .783 98 .154
7 .582 102 .156
8 .513 110 .151
9 . 665 103 .154
10 .585 102 .155
11 .673 99 .155
12 .467 102 .155
13 .751 99 .156
14 .723 120 .154
15 .747 1 1 6 .156
16 .601 98 .154
17 .590 99 .153
18 .729 109 * 156
19 1.030 115 .153
20 .517 101 .152
21 .671 120 .154
22 .680 114 .149
23 .543 109 .154
24 .915 96 .156
25 .715 105 .156
26 .595 98 .153
27 .633 98 .156
28 .641 98 .155
29 .669 133 .155
30 .538 101 .145

Średnia .657 105.7
Wariancja .013 82.9
Odch st .115 9.1

.156

PLAN QUASI OPTYMALNY
Lp dN n d
1 .275 60 .149
2 .358 55 .156
3 .362 52 .147
4 .369 58 .151
5 .355 50 .155
6 .291 52 .156
7 .363 67 .149
8 .270 55 .156
9 .355 49 .150
10 .291 53 .156
11 .286 47 .153
12 .229 59 .156
13 .329 52 .147
14 .357 54 .154
15 .411 67 .148
16 .422 62 .143
17 .380 50 .154
18 .316 55 .154
19 .336 49 .154
20 .279 57 .150
21 .337 57 .150
22 .287 55 .156
23 .394 51 .151
24 .309 51 .155
25 .284 53 .146
26 .383 66 .155
27 .274 55 .154
28 .274 56 .154
29 .309 51 .154
30 .256 49 .156

.325 54.9.002 27.4

.049 5.2



- 144 -

WYMIAR = 5 N = 8 DOKŁADNOŚĆ = .750

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 47.648 42 .710 1 7.110 22 . 668
2 12.586 29 .710 2 8.078 22 .690
3 9.607 34 .709 3 9.361 30 .748
4 20.376 35 .695 4 4.686 21 .6875 61.569 36 .697 5 5.050 24 .6506 10.775 35 .736 6 10.326 20 .632
7 9.589 41 .744 7 505.026 25 .7348 11.040 58 .710 8 8.473 23 .6449 50.186 37 .721 9 18.733 20 .62610 90.743 41 .748 10 389.263 23 .71211 16.428 36 .727 11 7.645 29 .74312 20.964 34 .725 12 2.704 27 .60713 19.839 36 .741 13 3.289 21 .67314 5.023 34 .745 14 5.075 25 .73915 5.763 36 .738 15 6 . 6 3 8 22 .725

16 9.864 29 .732 16 6.754 23 .64317 31.106 36 .704 17 12.132 21 .71518 12.534 39 .744 18 4.004 19 .666
19 54.067 36 .708 19 6.039 20 .70820 7.854 32 .750 20 896.327 22 .71021 120.836 44 .717 21 568.421 19 .64022 6.361 31 .743 22 7.144 25 .70923 28.481 43 .740 23 6.924 28 .73724 .8.785 33 .725 24 5.397 25 .67625 9.758 39 .743 25 5.317 25 .70026 13.840 39 .712 26 6.453 25 .74227 31.314 42 . 663 27 293.147 26 .62428 8.408 42 .691 28 5.370 22 .62429 8.922 35 .743 29 8.009 21 .73330 12.525 35 .746 30 •"3*OJOJ.covoco<0 25 .558

Średnia 25.226 37.3 323.037 23. 3Wariancja706.389 29.9 1522079.606 8. 0Odch st 26.578 5.5 1233.725 2.8



Lp
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
1415
16
1718
1920
21
22
23
24
25
26
2728
2930

-445-

5 N = 12 DOKŁADNOŚĆ = .

PLAN LOSOWY
dN n d

4.150 58 .4995.740 49 .496
4.127 59 .498
6.069 58 .481
3.841 48 . 5 0 0
8 . 8 8 8 55 .492
3.163 63 .4995.523 51 .47513.399 49 .499

1 1 . 3 9 8 48 .4955.947 51 .496
8.285 47 .4945.828 53 .49710.303 59 .4796.824 45 .498
3.097 45 .4884.146 51 .4854.685 60 .4973.613 50 .4956.338 55 .4894.181 49 .4846.418 49 .500
4.805 56 .496
14.745 64 .480

9 . 06 8 49 .492
6. 486 61 .4348 .646 62 .4414.911 54 .4973.631 55 .4415.134 64 .427

6.446 53.98.521 32.42.919 5.7

PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d

1 1 . 2 9 6 34 .391
2 1.511 30 .4973 1.713 25 .476
4 3.142 28 .4655 3.503 31 .469
6 1.542 33 .4627 2.008 25 .487
8 1.128 24 .4749 2 . 2 0 0 36 .437

10 1.791 32 .499
1 1 2.691 24 .449
12 2.865 27 .47913 4.274 24 .48314 2.510 25 .44515 6.042 30 .430
16 2 . 3 0 8 30 .440
17 2 . 2 1 6 31 .45718 6.548 35 .5019 2.174 27 . 388
20 1.705 32 .495
21 3.856 33 .479
22 5.781 34 .48723 2.982 34 .42524 3.423 27 .49725 118.341 28 .495
26 2.035 31 .49027 4.756 28 .45628 1.990 26 .45929 1.929 28 .47130 1.570 34 .481

6 . 6 6 1 29.5432.042 1 3 . 020.786 3.6



- w -

WYMIAR = 5 N = 16 DOKŁADNOŚĆ = .375

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 2.838 68 .371 1 .993 28 .353
2 2.614 67 .351 2 1.012 37 .353
3 2.368 66 .375 3 1.315 32 . 366
4 2.011 53 .373 4 2.255 35 .321
5 3.795 61 .374 5 1.212 38 .357
6 2.270 58 .361 6 1.870 47 .345
7 3.130 67 .373 7 1.471 36 .357
8 3.233 57 .373 8 1.846 36 .340
9 5.531 73 .370 9 1.491 29 .365
10 2.635 65 .369 10 1.123 36 .362
11 2.046 59 .375 11 .929 38 .375
12 2.595 72 .374 12 1.491 37 .339
13 5.575 62 .350 13 1.651 38 .361
14 2.587 68 .333 14 1.436 38 .365
15 1.764 63 .373 15 2.369 36 .36916 3.875 63 .374 16 1.283 34 .332
17 2.690 54 .375 17 1.431 32 .35118 3.342 70 .370 18 1.827 35 .374
19 3.201 74 .367 19 1.803 37 .371
20 2.377 59 .372 20 .899 30 .347
21 3.471 70 .370 21 2.264 37 .374
22 4.034 62 .363 22 1.483 36 .352
23 1.293 • 51 .371 23 .679 26 .360
24 4.009 66 .356 24 1.599 35 .367
25 5.804 60 .360 25 1.786 40 .340
26 2.312 66 .361 26 1.988 36 .361
27 2.182 60 .368 27 .949 30 . 36628 17.629 62 .360 28 2.304 37 .356
29 3.053 60 .355 29 1.150 32 . 36630 1.896 62 .374 30 1.298 27 .349

Średnia 3.539 63.3 1.507 34.8Wariancja 8.029 32.1 .200 17.9Odch st 2.834 5.7 .447 4.2



-H7-

WYMIAR = 5 N = 20 DOKŁADNOŚĆ = .300

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 1.301 81 .300 1 1.101 46 .2742 2.364 71 .295 2 .674 36 .2993 3.208 79 .297 3 .809 46 .2844 1.568 74 .298 4 .854 48 .2515 3.461 73 .298 5 1.222 52 .2646 1.378 76 .293 6 .643 34 .300
7 2.716 82 .299 7 .928 38 .2928 2.013 83 .294 8 .853 36 .2749 1.363 78 .278 9 .608 38 .29610 1.595 84 .293 10 1.102 43 .28011 2.954 76 .292 11 .604 37 .29212 2.396 74 .295 T2 1.313 46 .29413 1.262 76 .298 13 1.046 44 .24514 2.234 78 .290 14 .764 37 .29915 2.101 71 .294 15 .720 40 .28616 1.735 69 .295 16 .843 42 .28817 1.613 79 .297 17 .950 40 .29718 2.070 87 .282 18 .892 38 .29719 1.540 74 .299 19 1.079 52 .29220 2.295 84 .297 20 1.109 42 .29921 2.996 83 .298 21 1.127 43 .29522 4.220 80 .280 22 .722 34 .29923 1.824 76 .275 23 .823 45 .28624 2.746 86 .298 24 1.061 37 .28425 1.431 93 .293 25 .954 38 .28626 1 .*950 80 .300 26 1.095 47 .29927 2.708 74 .291 27 1.096 42 .28228 1.888 71 .285 28 1.068 49 .29229 1.983 69 .290 29 1.319 44 .29430 2.365 72 .298 30 .861 42 .275

Średnia 2.176 77.8 .941 41.9Wariancja .488 32.5 .039 24. 1Odch st .698 5.7 .197 4.9



-/14S-

WYMIAR = 5 N = 24 DOKŁADNOŚĆ = .250

PLAN LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 1.530 92 .238 1 .685 44 .2432 .965 83 .249 2 .555 42 .2453 1 . 3 1 2 89 .247 3 .743 45 .249
4 1.143 91 .249 4 .603 38 .247
5 2.000 80 .248 5 .543 41 .2476 1.502 91 .250 6 .892 46 .242
7 1.197 97 .230 7 .654 53 .2458 1.830 93 .247 8 .781 50 .2349 1.052 88 .247 9 1.129 49 .24810 1.666 85 .248 10 .537 42 .23111 1.418 97 .238 11 .640 48 .23112 1.843 83 .248 12 .631 56 .249
13 1.397 98 .235 13 .919 45 .227
14 1.509 97 .248 14 .387 43 .237
15 1.057 91 .243 15 .783 44 .24616 1.246 78 .248 16 .567 51 .206
17 1.505 91 .242 17 .677 48 .24718 1.495 92 .249 18 .721 49 .24919 1.577 82 .248 19 .480 43 .25020 1.272 94 .248 20 .626 51 .24821 1.178 99 .243 21 .604 43 .25022 1.335 85 .247 22 .515 50 .24423 1.147 85 .250 23 .645 48 .24124 1.173 93 .250 24 . 866 51 .248
25 2.232 83 .245 25 .843 46 .24026 1.394 93 .249 26 .532 50 .24727 1.445 96 .245 27 .701 50 .24428 2.752 78 .249 28 .562 46 .236
29 1.124 81 .248 29 .618 57 .24730 1.197 85 .250 30 .490 39 .246

Średnia 1.450 89.0 .664 46.9Wariancja .141 37.9 .023 20. 7Odch st .375 6.2 .153 4.5



- A U 9 -

WYMIAR = 5 N = 28 DOKŁADNOŚĆ = .214

PLAN LOSOWY PLAN QUASI OPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 1.108 103 .213 1 .620 49 .211
2 1.002 88 .212 2 .466 46 .205
3 .942 92 .214 3 .433 51 .214
4 1.920 108 .212 4 .590 60 .198
5 .922 96 .211 5 .401 47 .2136 1.800 120 .212 6 .762 52 .2137 1.164 105 .211 7 .572 52 .210
8 .881 90 .214 8 .783 69 .210
9 .991 96 .212 9 .526 63 .21210 1.187 96 .213 10 .495 56 .20011 1.227 98 .206 11 .444 53 .20712 1.107 102 .214 12 .680 51 .208
13 1.840 102 .210 13 .494 53 .207
14 1.503 100 .214 14 .363 60 .183
15 1.668 111 .210 15 .491 48 .20716 1.065 124 . 206 16 .516 51 .198
17 1.345 99 .210 17 .450 53 .21118 1.414 102 .214 18 .956 58 .210
19 .844 110 . 2 06 19 .526 57 .21020 1.284 114 .202 20 .430 56 .21221 1.197 97 .210 21 .475 53 .21422 .995 112 .211 22 .483 48 .211
23 .927 95 .214 23 .412 49 .212
24 1.180 106 .202 24 .534 53 .196
25 1.483 105 .212 25 .570 50 .20426 2.251 100 .213 26 .433 54 .212
27 1.270 105 .211 27 .417 50 .21228 .950 110 . 2 06 28 .403 51 .208
29 1.2:6 95 .211 29 .586 61 .208
30 1.080 95 .209 30 .484 51 .207

Średnia 1.259 102.5 .527 53.5Wariancja .115 69.5 .016 25.9Odch st .339 8.3 .127 5.1



- 4 5 0 -

WYMIAR = 5 N = 32 DOKŁADNOŚĆ = .188

pla n LOSOWY PLAN QUASIOPTYMALNY
Lp dN n d Lp dN n d
1 .912 107 .186 1 .369 55 . 1832 .928 124 .186 2 .451 62 .1793 .875 111 . 181 . 3 .375 64 .1864 .630 114 .187 4 .337 57 .1775 .743 95 .186 5 1 . 2 6 6 68 .1866 .901 112 .183 6 .420 65 . 1877 .824 102 .183 7 .404 64 . 1818 .982 116 .183 8 .429 54 . 1829 .891 117 .186 9 .424 56 .18510 .736 134 .175 10 .468 60 . 18211 .736 111 .184 11 .362 59 .17812 1.341 126 .174 12 .404 54 .17913 1.270 136 .178 13 .430 62 . 18214 .988 122 .182 14 .516 70 .17115 .794 110 . 185 15 .368 63 . 1841-6 .942 120 . 187 16 .556 57 .17917 1.115 109 .186 17 .369 56 . 18218 .743 105 .187 18 .541 57 .18719 .826 101 .186 19 .431 63 '.'18420 1.003 109 .185 20 .452 75 .18121 .767 109 .187 21 .538 67 .18222 .831 100 .183 22 .419 57 .16823 .904 113 .184 23 .354 52 .18224 1.10., 122 .184 24 .591 64 .17725 1.170 106 .187 25 .550 57 .16626 .724 110 . 186 26 .368 54 . 18627 .919 122 .183 27 .388 72 .18728 .946 118 .182 28 . 365 60 .18629 1.498 114 . 186 29 .382 58 .18730 1.160 119 .181 30 .431 59 .179

Średnia .940 113.8 .459 60.7Wariancja .038 86.8 .027 31.5Odch st .196 9.3 .164 5.6
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